Damit ergibt sich fiir den antisymmetrischen Feldstéarke-Tensor

0 -E, -E, -E.
E, 0 -B. B,
E, B. 0 -B
E. -B, B, 0

F™ = 9P AY - 9" AP =

Die homogenen Maxwell- Gleichungen
VB =0 VxE+8,B=0

sind durch die Darstellung der Felder als Ableitungen des 4-er Po-
tentials automatisch erfiillt. Die inhomogenen Maxwell-Geichungen
ergeben sich aus der ersten Bewegungsgleichung zu 0, F" = j* zu

\Y
VxB—@t

p v=0
J v=1,2,3

o o

Die zweite Bewegungsgleichung (iy* (0, +1igA,) —m) =0 gibt
die Wirkung des elektromagnetischen Feldes auf das Dirac- Teil-
chen an. Ersetzt man den Impulsoperator i0, durch den Impuls
Py S0 erkennt man den typischen Ausdruck p —¢A fiir die minima-
le Kopplung eines elektromagnetischen Feldes an ein Teilchen mit
Impuls p.

Insgesamt folgern wir also aus der Lorentz-Invarianz der speziel-
len Relativitatstheorie und aus der globalen Phaseninvarianz der
Quantenmechanik die Erhaltung einer Ladung und eines Teilchen-
Stroms. Fordert man auferdem lokale Phaseninvarianz, so ergibt
sich die Existenz eines Vektorfeldes, das masselos ist, Spin 1 hat
und mit einer konstanten Ladung an den Vektorstrom des Teil-
chens koppelt. Man kann jedoch nicht die Existenz des geladenen
Teilchens selber oder die Grofe seiner elektrischen Ladung ablei-
ten. Die Ladungen und die Massen der Fermionen sind demnach
Naturkonstanten.

3.4 Magnetisches Moment

Aus der Bewegungsgleichung des Dirac-Teilchens in einem dufieren
Feld

(7,(0" +igA*) —m) ¢ =0 (3.23)

folgt fiir den Impulseigenwert P*
(3 (P" = qA*) =m) 1 =0 (3.24)
oder mit der Abkiirzung P'" = PH — qA*

(P =m) ¢ =0 (3.25)

3.4 Magnetisches Moment
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Hieraus kann man explizit auch die Bewegungsgleichungen mit E
und B Feld erhalten. Um vom Potential A* diese Felder zu erhal-
ten muss man Ableiten. Am einfachsten wendet man direkt den
Operator

(i, (0" +iqgA”) + m) (3.26)

von links auf die Bewegungsleichung an. Beriicksichtigt man die
Produktregel fiir den dann auftretenden Ausdruck 9% (A* ), so er-
halt man

(WP +m) (7 P" =m) ¥ —igqyy, (0"A") =0 (3.27)
Da fiir alle 4-er Vektoren ~, P" v, P"" = P', P'" ist, folgt
(P’MP’“ - mz) Y =1iqy,7, (0VA*) ¢ (3.28)

Mit vy, = 27, 7t + 300 Y] = Gop + 53[0, 7] folgt fiir die rechte
Seite®

B (07 AF) = 0, A% + 7] (87 A¥) = 0, A% + 218 B~ in 7
Fiir die linke Seite findet man
P, P —m? (E-q¢)> = (P -qA)?-m?
(Bkin = q9)* + 2m(Egin - q¢) - (P - ¢A)?
Zusammenfassend folgt also

(Bin-q9) _(P-gA)? g
2m 2m m

(Erin —q9  + SB  (3.29)
1q g .=
— 0, AF — — E)yy=0
om ¥ mey i )¢

In einem Magnetfeld B hat ein Dirac-Teilchen also einen Beitrag zu
E proportional zum Spin. Klassisch ist dieser Beitrag duch das ma-
gnetische Moment gegeben, W = —mB. Das magnetische Moment
ist also

m=-L3 (3.30)

m

Im Vergleich dazu wiirde eine Ladung mit Bahndrehimpuls L auf
einer Kreisbahn ein magnetisches Moment von

m=mr*—n=—1L (3.31)

erzeugen. Obwohl der Spin genau wie der Bahndrehimpuls zum
Gesamtdrehimpuls beitragt, tragt er also nach der Dirac-Gleichung
ein doppelt so groftes magnetisches Moment, ausgedriickt durch den
g-Faktor,

=g fnS* mit  g=2 (3.32)

8 Dies folgt aus 9'A7 - 37 A" = F/ und

B G ) L P
1,05
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3.5 Experimentelle Tests der Dirac-
Theorie

Die experimentelle Verifikation der Dirac-Gleichung und der Eich-
theorie fiir den Elektromagnetismus betrifft unter anderem die fol-
genden Vorhersagen der Theorie:

e Antiteilchen und Teilchen haben die gleiche Masse: m = m.

Antiteilchen und Teilchen haben genau entgegengesetzt glei-
che Ladungen: ¢. = —¢;.

Das Photon hat Spin 1 und keine Masse: m., = 0.
e Das anomale Magnetische Moment eines Fermions ist g = 2.

Elektromagnetismus ist die Kopplung eines Dirac-Vektorstroms
an das Photonfeld: gipy# A,

Die genauesten Tests ergeben sich bei gebundenen Systemen und
bei Streuprozessen.

Positronen e* lassen sich recht einfach erzeugen, indem man Elek-
tronen auf hohe Energien beschleunigt und auf Folien schickt. Durch
Bremsstrahlung

e” (+Kern) —» e™ (+Kern)

entstehen hochenergetische Photonen, die anschliefsende Paarbil-
dung erzeugt bei Photonenergien von mindestens £, > 2m, die
Positronen,

v (+Kern) - e*e™ (+Kern)

Die ete™ - Paare werden allerdings in der Regel nicht als gebun-
dene Systeme erzeugt, sondern als freie Teilchen, mit sehr unter-
schiedlichen Energien. Um damit gezielt arbeiten zu konnen, miis-
sen die Positronen also durch Beschleunigerkomponenten kollimiert
und monochromatiesiert werden.

Eine gute Alternative zur Erzeugung von Positronen sind [S*-
Zerfille (z.B. 18F). bei denen die Positronen mit sehr wenig Energie
entstehen, so dass sie einfach zu beschleunigen sind.

Die Herstellung von Antiprotonen ist deutlich aufwendiger. In

Proton-Nukleon-Stéfen werden bei hohen Energien Quark-Antiquark-

Paare erzeugt, aus denen in der Regel Mesonen entstehen. Etwa
alle 106 Kollisionen bildet sich dabei aus drei Antiquarks ein An-
tiproton, p = (@ud). Am CERN werden Protonen aus dem PS-
Beschleuniger (Vorbeschleuniger des LHC) benutzt, um Antipro-
tonen zu erzeugen. Diese werden dann im Antiproton-Deccelerator
(AD) durch elektromagnetische Felder und Streuung mit Elektro-
nen kollimiert und bis auf ~ 0, 1¢ abgebremst.
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Abb. 3.5

Positronium
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3.5.1 Gebundene Systeme

Gebundene Systeme aus Materie und Antimaterie sind zum Beispiel

e Positronium e*e™ und Muonium pte~

e Antiwasserstoff pe*

e Antiprotonisches Helium: 3He + p + e~
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3.5 Experimentelle Tests der Dirac-Theorie

Positronium

Als gebundenes System aus e* und e~ verhélt sich Positronium wie
Wasserstoff. Man unterscheidet para-Positronium (Spins antiparal-
lel, 1Sp) mit einer Lebensdauer 7 = 107!° und ortho-Positronium
(Spins parallel, 23Sy mit 7 = 1077 s. Fiir die Energieniveaus des
gebundenen Zustands muss allerdings mit der reduzierten Masse

= — /2 gerechnet werden. Der Effekt hierdurch ist natuur-
lich viel grofer als beim Wasserstoff. Durch sehr genaue Spektrosko-
pie des Positroniums in einer Falle lassen sich die Energie-Absténde
sehr genau vermessen, und unter der Annahme der elektromagneti-
schen Wechselwirkung auch fiir Antimaterie der Massenunterschied
messen:

Met+ — M+

e e <8-107°
(me+ +me+)/2_8 0

(3.33)

Bei Annahme der Gleichheit der Massen folgt daraus natiirlich auch
eine Einschrankung fiir den Unterschied der elektrischen Ladungen.

|ger +qe-|Je <4 x 1078

Antiwasserstoff

Am CERN AD Beschleuniger wird in einer Reihe von Experimenten
versucht Antiwasserstoff herzustellen. Hierzu miissen sowohl Anti-
protonen als auch Positronen in Penning-Fallen gespeichert und
einander so nahe gebracht werden, dass sich tatséchlich gebundene
Systeme bilden. Dies ist erstmals 2002 gelungen, allerdings erst bei
hohen Temeraturen und in sehr hohen Anregungszustédnden.

Erst 2010-11 konnten vom ALPHA-Experiment ca 300 Antiwas-
serstoff Atome fiir mehrere Minuten gespeichert werden. Nach dem
Neustart der CERN Beschleuniger 2014 wurden 2015 die ersten
Messungen der Hyperfeinstruktur des Grundzustands gemessen [ar-
Xiv:1504.05523|. Die Unterschiede der Aufspaltung relativ zu nor-
malem Wasserstoff wurden zu kleiner als 4 - 1073 bestimmt. Tests
besser als 1077 sollten in Zukunft moglich sein.

Das ALPHA-Experiment hat ausserdem den Einfluss der Gravi-
tation auf Antiprotonen untersucht, indem der Ort der p—p Vernich-
tung als Funktion der Zeit gemessen wurde. Der Unterschied zwi-
schen schwerer und trager Masse wurde damit auf ca. +30% einge-
schrankt. [Nat. Commun. 4:1785 doi: 10.1038 /ncomms2787 (2013)]

Antiprotonisches Helium

Ersetzt man bei Helium ein Elektron durch ein Antiproton, so ergibt
sich ein Atom, das recht gut eingefangen werden kann (ASACUSA-
Experiment),

He+p+e
Hiermit sollten ebenfalls Messungen der Hyperfeinstruktur Unter-
schiede zwischen Materie und Antimaterie messbar machen.

Annihilation

Abb. 3.6

Abb. 3.7
Ereignis einer p — p Vernich-
tung im ALPHA-Detektor.
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Abb. 3.8

Orte der Vernichtung von

Antiprotonen im  Alpha-

Detektor.
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