
Lösungen der freiwilligen Zusatzaufgaben zur Einführung in

die Theoretische Physik I

1) a) Das Spat-Produkt ist zyklisch invariant, da εijk invariant ist unter zyklischen Ver-
tauschungen von i, j, k: εijk = εkij = εjki.

~a · (~b× ~c) =

3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

εijk ai bj ck ==

3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

εkij ai bj ck = ~c · (~a×~b)

b) Geschrieben in kartesischen Koordinaten ~x = (x1, x2, x3) mit Basisvektoren ~ei,

~∇V (~x) =

3∑
i=1

(
∂

∂xi
V (~x)

)
~ei, V (~x) = C

 3∑
j=1

dj(xj − aj)

( 3∑
k=1

(xk − ak)2
)− 3

2

.

Die Komponenten sind(
~∇V (~x)

)
i

=
∂

∂xi
V (~x)

= C

[(
3∑
i=1

djδij

)
|~x− ~a|−3 − 3

2
~d · (~x− ~a)|~x− ~a|−5

(
2

3∑
i=1

(xk − ak)δik

)]
= C

[
di |~x− ~a|−3 − 3 ~d · (~x− ~a)|~x− ~a|−5(xi − ai)

]
,

und damit haben wir

~∇V (~x) = C

[
1

|~x− ~a|3
~d − 3~d · (~x− ~a)

|~x− ~a|5
(~x− ~a)

]
.

2) a) Wir schreiben die auf das Teilchen wirkende Reibungskraft als FR = −mγẋ(t) und
erhalten

mẍ(t) = −mγẋ(t), γ ∈ R>0.

b) Mit der Substitution v(t) := ẋ(t) ehält man folgende Di�erentialgleichung erster Ord-
nung für v(t)

mv̇(t) = −mγv(t)⇔ v̇(t) = −γv(t).

Die Lösung dieser Di�erentialgleichung ist elementar (�e-Funktion�) und gegeben durch

v(t) = Ce−γt, C ∈ R.

Wir bestimmen die Konstante C durch die Anfanfsbedingung v(t = 0) = v0, d.h. C = v0.
Die Lösung des Anfangswertproblems für v(t) lautet also

v(t) = v0e
−γt.



c) Wir integrieren v(t) und erhalten

x(t)− x0 =

t∫
0

v(t,)dt, = v0

t∫
0

e−γt
,

dt, = −v0
γ
[e−γt

,

]t0 =
v0
γ
(1− e−γt)

⇔ x(t) =
v0
γ
(1− e−γt) + x0.

Für die im Medium zurückgelegte Strecke gilt

lim
t→∞

(x(t)− x0) = lim
t→∞

v0
γ
(1− e−

γ
m t) =

v0
γ
.

3) a)

f(x) ≈ e−b − e−b(x− b) + 1

2
e−b(x− b)2 − 1

6
e−b(x− b)3

b)

g(v/c) ≈ 1 +
v2

2c2

(der in v/c lineare Term verschwindet, weil g′(0) = 0).

4) a)

E =
mẋ2(t)

2
− F x(t)

b) nach ẋ umstellen und nur positive Wurzel berücksichtigen (v0, F > 0):

ẋ(t) =

√
2

m
(E + F x(t))

Trennung der Variablen: ∫ t

0

dτ =

∫ x(t)

0

dx′√
2
m (E + F x′)

t =

√
m

2E

∫ x(t)

0

dx′√
1 + F

E x
′

Variablensubstitution: η := F
E x
′, d.h. dx′ = E

F dη, und somit:

t = F−1
√
mE

2

∫ F
E x(t)

0

dη√
1 + η

= F−1
√
mE

2

[
2
√

1 + η
]F
E x(t)

0

= F−1
√
2mE

(√
1 +

F

E
x(t)− 1

)

Nach x(t) umgestellt:

x(t) =
E

F

[(
Ft√
2mE

+ 1

)2

− 1

]
Nutze die bekannte Energie zur Zeit t = 0, um das Anfangswertproblem zu lösen:

E =
mv20
2 .

x(t) =
F

2m
t2 + v0 t



5) Gesamtdrehimpuls:

~L =

N∑
i=1

m~ri × ~vi

Für das i-te Teilchen gilt die Bewungsgleichung:

m~̈ri = ~Fext(~ri) +

N∑
j=1(j 6=i)

~Fji(|~ri − ~rj |)

Damit haben wir:

~̇L =

N∑
i=1

(
m~vi × ~vi + ~ri × (m~̈ri)

)

=

N∑
i=1

~ri × ~Fext(~ri) +

N∑
j=1(j 6=i)

~ri × ~Fji(|~ri − ~rj |)



Aufgrund von actio = reactio, d.h. ~Fji = −~Fij , verschwindet der zweite Term, denn:

N∑
i=1

N∑
j=1(j 6=i)

~ri × ~Fji =
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1(j 6=i)

~ri × ~Fji +
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1(j 6=i)

~rj × ~Fij

=
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1(j 6=i)

~ri × ~Fji −
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1(j 6=i)

~rj × ~Fji

=
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1(j 6=i)

(~ri − ~rj)× ~Fji = 0

(~Fji ist parallel zu ~ri − ~rj). Damit gilt

~̇L =

N∑
i=1

~ri × (− α

|~ri|3
~ri) = 0

Bei einer nicht-trivialen Verschiebung des Koordinatenursprunges ist der Gesamtdrehimpuls
nicht erhalten, da in diesem Fall ~ri nicht parallel zu ~Fext(~ri) ist.


