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Singularity structure of the two point function of the
free Dirac field on a globally hyperbolic spacetime

Abstract

Motivated by the recent progress in our understanding of quantum field theories
in a classical gravitational background due to the application of methods from mi-
crolocal analysis, we study the singularity structure of vector valued distributions.
As a generalization of the wave front set we make use of the polarization set. For
solutions of Dirac and Maxwell equations on arbitrary spacetimes the Dencker
connection is shown to coincide with the usual spin- and Levi-Civitd-connection
respectively, implying that the strongest singularities propagate in a simple way.
For the case of the Dirac equation we investigate applications in quantum field
theory on curved spacetimes. Hadamard states of the free Dirac field are analyzed
and it is shown that the wave front set of their two point functions is the same as
in the scalar case. Furthermore we determine the polarization set and show that its
form does not depend on the metric background. Finally, possible applications in
renormalization theory are discussed.

Zusammenfassung

In Anlehnung an den erfolgreichen Einsatz von Methoden der mikrolokalen Analy-
sis bei der Untersuchung skalarer Quantenfeldtheorien auf gekriimmten Raumzei-
ten werden die Singularitidten vektorwertiger Distributionen untersucht. Als Verall-
gemeinerung der Wellenfrontmenge dient hierzu der Begriff der Polarisationsmen-
ge. Fiir Losungen der Maxwell- und Dirac-Gleichungen in einem beliebigen klas-
sischen Gravitationshintergrund wird gezeigt, da der Dencker-Zusammenhang,
der die Ausbreitung der Richtungen stirkster Singularitdten beschreibt, mit dem
gewOhnlichen Zusammenhang in den zugrundeliegenden Vektorbiindeln iiberein-
stimmt. Fiir den Fall der Dirac-Gleichung werden Anwendungen in der Quanten-
feldtheorie untersucht: Fiir Hadamard-Zustinde des freien Dirac-Feldes in einer
global hyperbolischen Raumzeit wird bewiesen, dafl ihre Zweipunktfunktionen
dieselbe Wellenfrontmenge besitzen wie im Falle des Klein-Gordon-Feldes. Wei-
terhin wird ihre Polarisationsmenge bestimmt und gezeigt, daf3 diese in gekriimm-
ter Raumzeit die gleiche Form wie im Minkowskiraum hat. Schlieflich werden
mogliche Anwendungen in der Renormierungstheorie diskutiert.
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Einfuhrung

Die Quantenfeldtheorie hat sich in den letzten Jahrzehnten als sehr erfolgreich in
der Theorie der Elementarteilchen und ihrer Wechselwirkungen herausgestellt. Das
Standardmodell der Elementarteilchenphysik stellt heute einen Rahmen dar, in dem
die Resultate aller bisher durchgefiihrten Experimente der Teilchenphysik mit zum
Teil beeindruckender Prizision beschrieben werden kdnnen.

Dies gilt jedoch nur fiir die Aspekte der elektromagnetischen, schwachen und
starken Wechselwirkung. Die Quantisierung der Gravitation und damit die Be-
schreibung aller vier fundamentalen Wechselwirkungen in einem einheitlichen
Rahmen ist eine sehr schwierige Aufgabe und bis heute nicht befriedigend ge-
lungen.

Es liegt daher nahe, ndherungsweise an das Problem heranzugehen und zu-
nichst eine halbklassische Theorie zu entwickeln, in der die Gravitation klassisch
durch die allgemeine Relativititstheorie beschrieben wird, das heift als gekriimmte
Raumzeit, und die Materie als quantisierte Felder in dieser Raumzeit. Wir sprechen
daher auch von Quantenfeldtheorie in gekriimmter Raumzeit.

Diese Theorie sollte einen sehr gro3en Giiltigkeitsbereich besitzen und Effekte
sowohl des frilhen Universums als auch von starken Gravitationsfeldern wie in
der Nihe Schwarzer Locher korrekt beschreiben konnen. Erst fiir extreme Gravita-
tionsfelder und sehr kurze Abstinde in der Groflenordnung der Planck-Lénge ist zu
erwarten, daf3 sich tatsdchliche Quanteneffekte der Gravitation bemerkbar machen.

Ein eindrucksvolles Beispiel fiir eine Vorhersage der Quantenfeldtheorie in ge-
kriimmter Raumzeit ist der Hawking-Effekt, die Tatsache, dal massive Sterne, die
zu einem Schwarzen Loch kollabieren, durch Teilchenerzeugung in der Nihe des
Horizontes thermische Strahlung aussenden. Schwarze Locher absorbieren somit
nicht nur alle Materie, die den Horizont iiberschreitet, sondern sie verlieren durch
diese Hawkingstrahlung wiederum Energie.

Ein weiterer interessanter Aspekt dieser Theorie ist, daf3 bei der Behandlung
von Feldtheorien im gekriimmten Raum einige aus dem Minkowskiraum vertrau-
te mathematische Hilfsmittel wie die Poincaré-Invarianz und die Fouriertransfor-
mation nicht zur Verfiigung stehen, sondern man die Theorie rein lokal beschrei-
ben muf. Dies fiihrt zu einem besseren Verstidndnis der lokalen Eigenschaften der
Quantenfeldtheorie, was wiederum hilfreich fiir das Verstédndnis von Quantenfeld-
theorien im Minkowskiraum ist.

Ein wesentliches Problem ist dabei die Charakterisierung von physikalischen



Zustdnden, da bei der Auszeichnung des Vakuumzustandes einer Quantenfeldtheo-
rie im Minkowskiraum die Poincaré-Invarianz eine grof3e Rolle spielt. Bei der Ab-
wesenheit von Isometrien der Raumzeit benotigt man natiirlich andere Auswahl-
kriterien. Die Konstruktion von Quantenfeldtheorien in gekriimmter Raumzeit ge-
schieht daher am besten im Rahmen der algebraischen Quantenfeldtheorie, da hier
der Schwerpunkt zunédchst auf der Konstruktion der Observablenalgebra liegt und
erst im Nachhinein eine Klasse von physikalischen Zustdnden auf der Algebra der
Observablen ausgezeichnet werden muf.

Die lokalen Methoden, die in den letzten Jahren mit groBem Erfolg in der
Analyse der in der Feldtheorie auftretenden Objekte eingesetzt wurden, sind die
der mikrolokalen Analysis. Seit der grundlegenden Arbeit von Radzikowski, in
der physikalische Zustinde eines freien Skalarfeldes durch die mikrolokalen Ei-
genschaften ihrer Zweipunkt-Distribution charakterisiert wurden, ist es gelungen,
solche Zustédnde in jeder global hyperbolischen Raumzeit zu konstruieren. Weiter-
hin konnte die Bedingung auf wechselwirkende Theorien verallgemeinert und der
Nutzen dieser Charakterisierung durch die Konstruktion wechselwirkender ska-
larer Quantenfeldtheorien in beliebigen global hyperbolischen Raumzeiten unter
Beweis gestellt werden.

Die sehr umfangreiche Literatur tiber die Quantenfeldtheorie in gekriimmter
Raumzeit bezieht sich fast ausschlieflich auf die Theorie des freien Klein-Gor-
don-Feldes. Uber die physikalisch sehr viel relevanteren Dirac-Felder ist bis jetzt
erst wenig bekannt. Dies liegt jedoch nicht an prinzipiellen Schwierigkeiten, son-
dern an der sehr viel grofleren mathematischen Komplexitidt durch das Auftreten
mehrkomponentiger Felder.

In dieser Arbeit soll nun versucht werden, die Methoden der mikrolokalen Ana-
lysis nicht nur auf skalare Felder, sondern auch auf Dirac-Felder anzuwenden.
Wir wollen physikalische Zustidnde des freien Dirac-Feldes charakterisieren, in-
dem wir, in Anlehnung an das Vorgehen im skalaren Fall, die Singularitétsstruktur
ihrer Zweipunktfunktion untersuchen.

Die Arbeit ist folgendermallen aufgebaut:

Im ersten Kapitel werden zur Kldrung der Notation die wichtigsten Grundtat-
sachen aus der allgemeinen Relativititstheorie zusammengestellt, um anschlieend
die Konstruktion von Spinoren in einer allgemeinen, moglicherweise gekriimmten,
Raumzeit durchzufiihren.

Im folgenden Kapitel wird eine Einfiihrung in die mikrolokale Analysis gege-
ben und die Methoden dargestellt, die in den spiteren Kapiteln zur Analyse der
quantenfeldtheoretischen Modelle verwendet werden.

Das dritte Kapitel beschiftigt sich mit der Quantenfeldtheorie in gekriimm-
ter Raumzeit. Nach einem kurzen Uberblick iiber die Prinzipien der algebraischen
Quantenfeldtheorie skizzieren wir die wichtigsten Aspekte des skalaren Feldes,
um uns anschliefend der Konstruktion der Theorie des freien Dirac-Feldes in einer
gekriimmten Raumzeit zuzuwenden. Das Kapitel schlieit mit der Charakterisie-
rung der physikalisch relevanten Zustinde des Klein-Gordon- und Dirac-Feldes,



den Hadamard-Zusténden.

Nachdem alle Grundlagen geklart wurden, konnen wir uns im vierten Kapitel
der Untersuchung der Zweipunktfunktion und des Feynmanpropagators sowohl des
Klein-Gordon-, wie auch des Dirac-Feldes in einer gekriimmten Raumzeit unter
Ausnutzung der Methoden der mikrolokalen Analysis zuwenden.

Im fiinften Kapitel schlieBlich soll versucht werden, die physikalische Bedeu-
tung der Ergebnisse darzulegen, indem wir untersuchen, welchen Einfluf} die Ei-
genschaften des Feynmanpropagators auf die Konvergenz bestimmter Feynman-
diagramme haben.

Die Arbeit endet mit einer Zusammenfassung und dem Literaturverzeichnis.



Kapitel 1

Gekriimmte Raumzeiten

In den ersten beiden Abschnitten dieses Kapitels werden wir zur Kldrung der Nota-
tion die wichtigsten Grundbegriffe aus der allgemeinen Relativititstheorie wieder-
holen, auf die wir im weiteren zurlickgreifen wollen. Details findet man in jedem
guten Lehrbuch, zum Beispiel in [Wal84].

Anschlieffend definieren wir die fiir die Physik relevanten Vektorbiindel {iber
einer gekrlimmten Raumzeit, insbesondere das Dirac-Biindel.

Die differentialgeometrischen Grundbegriffe werden hier weitgehend voraus-
gesetzt, fiir weitergehende Erkldrungen siehe etwa [Nak90].

1.1 Grundbegriffe

Unter einer (moglicherweise gekriimmten) Raumzeit verstehen wir eine vierdi-
mensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, ausgestattet mit einer Lorentz-Me-
trik, das heiflit einem differenzierbaren, symmetrischen und nicht ausgearteten
zweifach kovarianten Tensorfeld mit Signatur (+, —, —, —).

In jedem Punkt x € M haben wir also eine Bilinearform auf dem Tangential-
raum 7, M:

Go : TeM X T, M — R,
In lokalen Koordinaten z#, n = 0, .. ., 3 schreibt sich die Bilinearform als
9:(X,Y) = g (2) X*Y",
wobei die Tangentialvektoren X = X*0,,Y = Y"d, € T, M durch die Koordi-
natenbasis (0, = a%) u=o0,....3 ausgedriickt werden und wir die iibliche Summen-

konvention verwenden.
Die Bilinearform ist symmetrisch und nicht ausgeartet, das heifit es gilt

g(z) == det(g(2)) #0,  gu () = gupu(@).

4



1.1. GRUNDBEGRIFFE 5

Eine solche Metrik definiert ein kovariantes Volumenelement auf M:
du(z) == +/—g(x) d*z.

Das Tangentialbiindel bezeichnen wir mit 7'M, das Kotangentialbiindel mit
T*M. Ein Element in 7*M koénnen wir in einer lokalen Trivialisierung als (z, )
schreiben. 7 : T"M — M, (z,&) — x ist die Projektion auf die Basismannigfal-
tigkeit. In lokalen Koordinaten ist { = &, dz*, dabei ist (dz"),—o,... 3 die Koordi-
natenbasis von 77: M mit dz*(9,) = 8} Fiir die Menge {(z,&) € T"M | £ # 0}
schreiben wir kurz 7*M \ 0. Jedes Vektorbiindel F' iiber M ldt sich mittels der
Projektion zu einem Vektorbiindel =* F tiber T*M zuriickziehen.

Die Menge der glatten Schnitte in einem Vektorbiindel £ 2> M, also die Men-
ge der differenzierbaren Abbildungen v : M — E mit p(v(z)) = 2 V2 € M,
nennen wir ['(M, ), die Menge der lokalen Schnitte iiber einer offenen Menge
O C M heiit I'(O, £). Schnitte mit kompaktem Triger in @ C M bilden die
Menge ['4(O, ).

Zu jeder Metrik gibt es einen eindeutigen Zusammenhang im Tangentialbiin-
del, der symmetrisch und mit der Metrik vertrédglich ist, den Levi-Civitd-Zusam-
menhang. Die zugehorige kovariante Ableitung 146t sich wie folgt schreiben:

Vur =007 + F”MvA

mit den Christoffelsymbolen

1
Y = §gyp(8kgpu + 9ugor — 0pgun)-

Aus den Zusammenhangskoeffizienten und ihren Ableitungen konstruiert man
den Riemannschen Kriimmungstensor

Ruypcr - 8pruay - 8chMpy + FM/)/\F/\cru - FMO’AFAplI

und seine Kontraktionen, den Ricci-Tensor R, = R w2 und schlieBlich den
Kriimmungsskalar R = ¢"" RR,,,,.

Eine spezielle Raumzeit ist die Minkowski-Raumzeit R} = (R*, ) mit der
Metrik 7, = diag(1, —1, —1, —1).In dieser Metrik gilt ['*,,, = 0 und R = 0.

Die Lorentzgruppe £ ist die Gruppe der Matrizen A € GL(4,R), so daf} die
Koordinatentransformation z'# = A*,z" die Form der Minkowski-Metrik invari-
ant 18Bt: 1), = 1,0A?, A7, = n,,. Sie zerféllt in vier Zusammenhangskompo-
nenten, die Zusammenhangskomponente der Eins nennen wir die eigentlich ortho-
chrone Lorentzgruppe ,CI_. Sie ist die Untergruppe der Lorentztransformationen,
die die Raum- und Zeitorientierung des Minkowskiraumes erhalten.



6 KAPITEL 1. GEKRUMMTE RAUMZEITEN

1.2 Kausale Struktur der Raumzeit

Die Metrik unterteilt die Tangentialvektoren X € 7,.M in raum-, zeit- und licht-
artige Vektoren, wenn g, (X, X) < 0, g,(X, X) > 0 oder g,(X, X) = 0. Eine
Kurve in M heil3t raum-, zeit- oder lichtartig, wenn ihr Tangentialvektor in jedem
Punkt diese Eigenschaft hat. Eine kausale Kurve ist eine in jedem Punkt zeit- oder
lichtartige Kurve.

Der offene Lichtkegel im Punkt = besteht aus allen zeitartigen Vektoren in
T, M und zerfillt in zwei Zusammenhangskomponenten. Ist eine globale, stetige
Zuordnung von Zukunftslichtkegel VI und Vergangenheitslichtkegel V,~ méglich,
so nennt man die Raumzeit zeitorientierbar. Diese Zuordnung iibertrégt sich auf das
Kotangentialbiindel.

Entsprechend heif3t eine Raumzeit raumorientierbar, wenn es eine globale, ste-
tige Zuordnung von rechts- und linkshéndigen Dreibeinen von raumartigen Vekto-
ren gibt.

Eine kausale Kurve heiflt zukunftsgerichtet, wenn ihr Tangentialvektor in je-
dem Punkt x im abgeschlossenen Zukunftslichtkegel V: liegt.

Die kausale Zukunft eines Punktes + € M ist die Menge aller Punkte der
Raumzeit, die durch eine zukunftsgerichtete kausale Kurve, ausgehend von z, er-
reicht werden konnen. Sie wird mit .JJ* (z) bezeichnet, die analog definierte kausa-
le Vergangenheit mit ./~ (z). Entsprechend definiert man die kausale Zukunft und
Vergangenheit einer offenen Menge O C M als Vereinigung der Mengen J* ()
fiir alle Punkte 2 € O.

Das kausale Abhingigkeitsgebiet D () einer Menge O C M ist die Menge
aller Punkte # € M, so daf} jede nichterweiterbare kausale Kurve durch = die
Menge O schneidet. Weiterhin ist z € D* (), wenn dies fiir jede vergangenheits-
bzw. zukunftsgerichtete von x ausgehende Kurve dieser Art gilt.

Eine Cauchy-(Hyper-)Fliche ist eine raumartige Hyperfldche > C M, die von
jeder nichterweiterbaren kausalen Kurve in M genau einmal geschnitten wird. Ei-
ne Raumzeit M, die eine solche Cauchyfldche X besitzt, heifit global hyperbolisch.
Man kann zeigen, dafl dann M topologisch die Struktur M = R x X hat. Insbe-
sondere ist eine solche Raumzeit raum- und zeitorientierbar, und es 1dBt sich eine
globale Zeitkoordinate 7" wéhlen, so dal T = const. eine Cauchyflidche definiert.

Im folgenden werden wir stets die globale Hyperbolizitit voraussetzen, weil in
solchen Raumzeiten das Cauchy-Problem wohldefiniert ist, es also Existenz- und
Eindeutigkeitssitze fiir bestimmte partielle Differentialgleichungen gibt, die wir
spater untersuchen wollen (siehe Kapitel 3).

Eine konvex normale Umgebung ist eine offene Menge O C M, so daB je
zwei Punkte , y € O durch genau eine in O enthaltene Geodite v (7), 7 € [a, b],
miteinander verbunden werden konnen. Ihr quadratischer geodétischer Abstand ist
dann definiert als

1/2 2
dr) .
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Das Vorzeichen wird positiv gewéhlt, falls die Geodite raumartig ist, negativ fiir
zeitartige Geodéten. Jeder Punkt besitzt eine konvex normale Umgebung.

Weiterhin werden wir den Begriff einer kausal normalen Umgebung einer Cau-
chyfliche ¥ benotigen. Dies ist eine offene Umgebung N' D 3, so daB fiir je
zwei Punkte 2,y € N, y € JT(z), eine konvex normale Umgebung existiert, die
J~ (y)NJT (z) enthdlt. Fiir jede Cauchy-Fliche gibt es eine solche kausal normale
Umgebung [KWI1].

1.3 Spinoren in gekriimmter Raumzeit

Wir kommen jetzt zur Definition der Vektorbiindel, in denen sich die Physik ab-
spielt. Das Tangential- und Kotangentialbiindel kennen wir bereits, hinzu kommt
noch das Dirac-Biindel und allgemeiner beliebige aus Tangential- und Spinorbiin-
del konstruierte Vektorbiindel.

Die Darstellung ist angelehnt an [Dim82] und [Ver96], siehe auch die Origi-
nalarbeit von Lichnerowicz [Lic64].

Clifford-Algebra und die Gruppe Spin

Zur Definition von Spinoren iiber einer beliebigen Raumzeit fiihren wir zunéchst
die Clifford-Algebra der Dirac-Matrizen im Minkowskiraum R !+ ein:

Die Clifford-Algebra Cliff (R*?) sei die komplexe, assoziative Algebra mit
Einselement 1, die von den Elementen {c(v) | v € R!3} und der Relation

{e(v), e(w)} = 2n(v, w)1

erzeugt wird.

Die Dirac-Matrizen erhilt man nach der Wahl einer treuen Darstellung p der
Clifford-Algebra im R'?: Sei (e,)4=0....3 die kanonische Basis des R"?, so daB
17(€a, €5) = 7ap, dann erhalten wir durch

vier komplexe (4 x 4)-Matrizen mit den Antivertauschungsrelationen

{Vas Y6} = Ya¥o + V6 Ya = 20ap - 1. (1.1)

Nach einem Satz von Pauli sind alle derartigen Darstellungen dquivalent: Sind
pund p’ zwei Darstellungen von Cliff (R'%) in R, so gilt fiir die entsprechenden
Sitze von Dirac-Matrizen ~, und v/:

T%LT_IZ%’17 a=0,...,3,

mit einer nichtsinguldren Matrix 7' € GL(4, C), die bis auf einen skalaren Faktor
eindeutig bestimmt ist.
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Mit Hilfe der y-Matrizen kann man nun die universelle Uberlagerungsgruppe
der Lorentzgruppe konstruieren. Wir betrachten die Gruppe Spin (1, 3) der Matri-
zen S € SL.(4, C) mit der Eigenschaft

S8 =A%, A%, eR. (1.2)

Aufgrund der Antikommutationsrelation (1.1) der Diracmatrizen muf3 fiir die
Matrizen A®, gelten: .4A°, A% = 7,4, das heiBt die Matrix A = (A®%,) ist ein
Element der Lorentzgruppe L.

Wie man jetzt leicht zeigen kann, definiert (1.2) eine zweifache Uberlagerung
7 : Spin(1, 3) — L. Die Einschriankung auf die Zusammenhangskomponente der
Eins, Sping(1, 3), liefert die universelle Uberlagerung

7o : Sping(1,3) — ,CI_

der eigentlich orthochronen Lorentzgruppe ,CI_. Man kann weiterhin zeigen, daf3
Sping(1, 3) isomorph zu SL(2,C) ist.

Da wir im folgenden nur vierdimensionale Lorentzmannigfaltigkeiten betrach-
ten werden, schreiben wir statt Sping(1,3) einfach Spin,. Es sei aber bemerkt,
daf sich diese Konstruktion auch auf hoherdimensionale Lorentzmannigfaltigkei-
ten iibertragen 146t.

Spin-Strukturen

Die Konstruktion des Spinorbiindels hidngt eng zusammen mit dem Biindel der
Orthonormalbasen, welches wir nun einfiihren wollen, und seiner Beziehung zum
Tangentialbiindel.

Die untersuchte Raumzeit (M, ¢) sei raum- und zeitorientierbar, und eine Ori-
entierung sei gewihlt. Ein lokales Koordinatensystem sei vorgegeben, damit auch
eine lokale Basis (d,,),=0,....3 des Tangentialbiindels 7" M.

Unter einer Orthonormalbasis e = (e, )4—o,... 3 liber einem Punkt 2 der Raum-
zeit verstehen wir ein orientiertes System von vier Tangentialvektoren aus 1, M,
die orthonormal zueinander stehen:

gx(eav eb) = Nab-

Indem wir die Vektoren der Orthonormalbasis in der Koordinatenbasis aus-
driicken, e, = V,"0,(z), ordnen wir jeder solchen Basis e eine Matrix (V")
zu. Diese Zuordnung weist ein verniinftiges Transformationsverhalten unter Ko-
ordinatentransformationen auf: In zwei Koordinatensystemen z* und z’# mit den
entsprechenden Basen 9, und 9}, im Tangentialbiindel gilt ndmlich: e, = V9, =
V’," 0!, und damit

oz

VI = VR

ozt
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Die Menge der Orthonormalbasen erhilt also auf diese Weise eine lokale Tri-
vialisierung mit Ubergangsmatrizen (%fc/: ), und die Menge der Orthonormalbasen
wird zu einem Faserbiindel iiber M, dem Orthonormalrahmenbiindel F' M.

Dariiber hinaus operiert aber auch die eigentlich orthochrone Lorentzgruppe
auf dem Biindel: unter einer Lorentztransformation A € ,CI_ geht jede Orthonor-
malbasis in eine andere iiber:

(Rpe)p := €, = e, A%,

und jeder Basiswechsel wird durch eine solche Lorentztransformation vermittelt.
Man sieht leicht, dafl auf diese Weise eine freie, transitive Rechtswirkung /2 von
,Cl auf F"M definiert wird. F /M wird somit zu einem ,Cl—Hauptfaserbiindel.

In dieser Sprache ist das Tangentialbiindel das zu I M assoziierte R!:3-Vektor-
biindel TM = (FM xR/ ,CI_: Ein Tangentialvektor kann durch die Wahl einer
Orthonormalbasis in F.AM sowie von vier Komponenten aus R charakterisiert
werden. Jede Lorentztransformation wirkt sowohl auf die Orthonormalbasis, als
auch (entgegengesetzt) auf die Komponenten, aber der dadurch definierte Tangen-
tialvektor bleibt der gleiche. Also ist ein Tangentialvektor eine Bahn in FAM x R
unter der Wirkung der Lorentzgruppe, und das Tangentialbiindel ist der Bahnen-
raum.

Zur Definition von Spinoren miissen wir das ,CI_—Hauptfaserbiindel Zu einem
Biindel liften, dessen Strukturgruppe die universelle Uberlagerungsgruppe Spin,
ist: Eine Spin-Struktur (S M, ¢) fiir M ist ein Spin,-Hauptfaserbiindel S.M tiber
M (genannt Spinrahmenbiindel) zusammen mit einem Biindelhomomorphismus
w0 SM — FM, der mit der Gruppenaktion kompatibel ist:

po Rg = Ra(syop VS € Sping.

Dabei ist R die Rechtswirkung von Spin, auf SM und A(S) = 7o(S) die S nach
Gleichung (1.2) zugeordnete Lorentztransformation.

Die Existenz einer solchen Spin-Struktur hingt von den globalen topologi-
schen Eigenschaften der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit ab und wird durch
die zweite Stiefel-Whitney-Klasse charakterisiert. Falls es eine Spin-Struktur gibt,
mubf sie auch keineswegs eindeutig sein.

Da wir uns im weiteren auf global hyperbolische Raumzeiten beschrinken wer-
den, gentigt uns folgendes Resultat [Wal84]:

Satz 1.1. Jede global hyperbolische Raumzeit besitzt eine Spin-Struktur. Das Biin-
del S M ist in diesem Fall trivial.
Dirac-Biindel

Jetzt sind wir in der Lage, das Dirac-Biindel DM iiber einer Raumzeit (M, ¢) mit
vorgegebener Spinstruktur (S M, ¢) zu definieren.
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GemiB unserer Konstruktion der Gruppe Spin, als Untergruppe von GL(4, C)
haben wir eine Darstellung p von Spin, in C*. Das Dirac-Spinorbiindel ist nun das
zu (S M, ) assoziierte C*-Vektorbiindel:

DM := (SM x C*)/Spin,.

Die Faser (D.M),, iiber einem Punkt 2 der Raumzeit ist also der Bahnenraum der
Wirkung R x p~! von Sping in (SM), x C*.

Ein (globales) Spinorfeld iiber M ist dann ein glatter Schnitt v € T'(M, DM).
Die Menge der lokalen Schnitte {iber einem Teilraum O C M bezeichnen wir
mit ['(O, DM) und die Menge der Spinorfelder mit kompaktem Tréger in O mit
L'o(O, DM).

D*M ist das zu DM duale Vektorbiindel: (D*M),, ist der zu (DM),, dua-
le Vektorraum. Schnitte in D*M heilen Kospinorfelder, die Menge der Schnitte
bezeichnen wir analog mit I'(M, D*M).

Fiir ein Spinor- und ein Kospinorfeld v € I'(M, DM), v € I'(M, D"M) ist
eine natiirliche Paarung

<> M, DM x T'(M, DM) — C*° (M)
definiert, es ist

<v,u> (x) =v(e)(u(z)), ze M.

Aus dem Tangential-, dem Diracbiindel und ihren dualen Biindeln lassen sich
nun Tensorprodukte bilden, und wir erhalten beliebige Spinor-Tensorfelder als
Schnitte in diesen Biindeln.

Das Diracbiindel iiber einer Untermannigfaltigkeit > C M ist das zuriickge-
zogene Vektorbiindel DMy, = *(D.M), wobei ¢ die natiirliche Einbettung ist.

Die direkte Summe des Spinor- und des Kospinorbiindels ergibt das Biindel
DM = DM B D*M.

Lokale Basen

Die Wahl eines lokalen Schnittes £/ € I'(O, S/M) im Spinrahmenbiindel definiert
eine lokale Basis in DM durch I/4(z) := (£ (x), e4). Hierbei ist (e4) 4=0,.. 3
die kanonische Basis des C! und i : SM x C* — DM die Quotientenabbildung.
Jedes Spinorfeld u € T'(Q, DM) 1dBt sich nun schreiben als © = u* F 4, wobei
ut € C*(0).

Ein anderer Schnitt £/ € T'(0’, SM) geht in O N O" wegen der transitiven
Wirkung von Spin,, durch I = Rg-1 F aus F hervor, mit einer differenzierbaren
Abbildung S : O N O — Spin,. Zwischen den Basen besteht dann der Zusam-
menhang F', = Fp(S~1)P ,, und fiir die Komponenten des Spinorfeldes in der

neuen Basis gilt: 4 = S45uP.
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Ein Schnitt £ € ['(O,SM) liefert mittels e(z) := ¢(F(z)) einen Schnitt
e € I'(O, FM) und legt somit auch eine lokale Orthonormalbasis (e,) in 7'M
fest. In den dualen Biindeln erhalten wir die dualen Basen (/*4) in D*M, definiert
durch E*B(EA) = 55, und (e**) in 7*M mit e*b(ea) = 52.

Unter Basiswechsel, gegeben durch S : O N Q" — Spiny, transformieren sich
die Basen wie folgt:

E/A — EB(S_I)BA7 (E*/)B — SBAE*A,
e, =e(AST)) () = (A(9)), €™

a a?

Durch Bildung von Tensorprodukten dieser gleitenden Basen erhalten wir Ba-
sen in beliebigen Spinor-Tensor-Biindeln. Ein gemischtes Spinor-Tensorfeld

FeT(0(QQTM) e (R TM) @ (K DM) @ (Q) DM))

A Ay

1aBt sich also durch seine Komponenten [, By

daB

B beschreiben, so

F=f, M e ®..06M Q... 0, 0.0 B e. ..

Hochgestellte Kleinbuchstaben bezeichnen stets Komponenten in 7’ M, tiefgestell-
te solche in TM; entsprechend beziehen sich hoch- und tiefgestellte GrofSbuch-
staben auf Basen in DM und D*M.

Der Wechsel einer Basis, gegeben durch S : O N (' — Spin,, transformiert
die Komponenten wie folgt:

) = (MS)™ L (AS ™) S (5B o oy A

Ein besonders wichtiger Spinor-Tensor ist v € I'(M, T"M @ DM @ D*M),
der durch seine Komponenten
)A

7aAB = (711 B

definiert wird, wobei ~,, « = 0, ...3 die Dirac-Matrizen in einer beliebigen Dar-
stellung sind. Die Komponenten von v sind unabhingig von der gleitenden Basis,
dies 146t sich mit Gleichung (1.2) zeigen:

Al —1\\a ! - - ! —1\a
(e B = (AT ST AT 1 s = (5787 g AT,

= Y B
Kontraktionen iiber duale Spinorindizes konnen wie im Tangential- und Kotan-
gentialbiindel ausgefiihrt werden. Zum Beispiel schreibt sich die oben eingefiihrte

Paarung < -, - >: I'(O, D*M) x I'(O, DM) — C*(0) in einer lokalen Ortho-
normalbasis:
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Wir verwenden, wenn nicht anders angegeben, die iibliche Summationskonvention.

Fiir ein Kovektorfeld £ € ['(M, 1%M) definieren wir § als Kontraktion mit
v: § = g(&,7), in einer lokalen Basis: 45 = 7°°¢,v* 5. Weiterhin schreiben
wir gu fiir ¢(u), also den Spinor mit Komponenten (gu)* = ¢4 gu®. Fiir einen
Kospinor ist (§v)p = v4§4 5.

Im Tangentialbiindel haben wir auler den Orthonormalbasen (e,) noch die
Koordinatenbasen (J,,) mit der Relation

e, = V,"0,.
Wegen g(e,, ep) = 145 und ¢(0,,, 0,) = g, gilt fiir die Matrizen (V,*):
Vau‘/bu - Vau‘/bygup, = Tab, sowie
Vauvau — Vau‘/bunba — g;w‘

Lateinische Indizes, die sich stets auf eine Orthonormalbasis beziehen, werden mit
7. hinauf- und hinuntergezogen, griechische, die sich stets auf eine Koordinaten-
basis beziehen, mit ¢,,,,.

Man kann nun auch die Dirac-Matrizen in einer Koordinatenbasis definieren:

Yo =V Ya.

Sie erfiillen die Antivertauschungsrelationen

{7m7u} = 29#1/ -1.

Wenn wie hier die Spinorindizes weggelassen werden, fassen wir die +,, als Matri-
zen auf und meinen 7,7y, = WAC%CB -E4 @ EB.
Mit dieser Notation definieren wir den Kommutator der Dirac-Matrizen:

)
Ouy = 5[7;“ Y-

Die Kontraktion des total antisymmetrischen Pseudoeinheitstensors ¢ mit vier
Dirac-Matrizen ergibt die Matrix

75 =1y Yo

Nach Wahl einer lokalen Basis erhalten wir auf diese Weise, zusammen mit der
Einheitsmatrix 1 und den Matrizen +,,7°, sechzehn linear unabhingige Matrizen.
Sie bilden eine lokale Basis des Biindels DM & D*M, und man kann mit ihnen
rechnen, wie man es aus dem Minkowskiraum gewdohnt ist.

Die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes v 148t sich auch in einer Ortho-
normalbasis in gewohnter Weise schreiben:

V0! = 3,0° + I 0C.
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Dafiir definiert man V, := V,#*V, und entsprechend d, := V,*d,,. Die Christof-
felsymbole nehmen dann jedoch die Form

Fbac = pr, (V/\ch)va/\

an, wie man nach einiger Rechnung feststellt. Zu beachten ist die Antisymmetrie
dieser Christoffelsymbole:

Fbac - _Fcab

im Gegensatz zur Symmetrie I'”, 3 = I'? g, der Christoffelsymbole beziiglich einer
Koordinatenbasis.
Der Riemann-Tensor 146t sich in einer Orthonormalbasis wie folgt definieren:

R%eqv” = V Vo — VyVeo — Vi gv°

fiir ein beliebiges Vektorfeld v. Dabei ist [¢, d] die Lie-Klammer der Einheitsvek-
torfelder e, und ¢e4.

Je nach Problem kann es von Vorteil sein, in einer Koordinaten- oder einer
Orthonormalbasis zu rechnen. Im Spinorbiindel jedoch gibt es keine Koordinaten-
basis. Wir werden aber aufgrund von Satz 1.1 stets die Moglichkeit haben, eine glo-
bale Basis des Dirac-Biindels zu wéhlen, und der Einfachheit halber unterdriicken
wir daher meist die Spinorindizes.

Dirac-Konjugation und Skalarprodukt

Die adjungierten Gamma-Matrizen + erfiillen ebenfalls die Antivertauschungs-
relationen (1.1). Also muB es eine Matrix 3 geben, so daB v = 3v,57!. Die
Bedingung det 8 = 1 legt diese Matrix bis auf einen Faktor 1, ¢ eindeutig fest.
Man wiihlt die Normierung so, daB in einer Standarddarstellung 3 = ~° ist. (Dies
ist eine Darstellung, in der gilt: v = v0, 7 = —7v;, ¢ = 1,2, 3.) In jeder anderen
Darstellung v/ = T~,T~! (det T = 1) setzt man dann 3’ = 7>~ T~1,

Die Matrix 5 ermoglicht es uns, zu einem Spinorfeld u das adjungierte Kospi-
norfeld u* zu definieren: (u*)p := uA 8,45, wobei der Querstrich die komplexe
Konjugation meint. Dies definiert in der Tat unabhéngig von der lokalen Basis ei-
ne antilineare Abbildung ()t : I'(M, DM) — I'(M, D*M). Thr Inverses wird
ebenfalls mit (-)* bezeichnet und ist gegeben durch: (vF)4 = (5~ H)ABpp.

Fassen wir einen Spinor u als Spaltenvektor und einen Kospinor v als Zeilen-
vektor auf, so gilt in Matrixschreibweise: ™ = u*3, v* = (v371)*, und man
sieht sofort, daB u™t = (u*B5~1)* = u, sowie v+t = ((v~1)*)*8 = v.

Insgesamt haben wir also eine antilineare Abbildung

(T T(M,DM) = T(M,DM), uBv vt Sut

konstruiert.
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Mit Hilfe dieser antilinearen Abbildung konnen wir nun eine Sesquilinearform
auf dem Diracbiindel definieren: Sei n ein vorwiértsgerichtetes zeitartiges Vektor-
feld. Dann definiert

(w1, u2)n () :=< uf (), fiua(w) >

in jedem Punkt z € M eine Sesquilinearform auf D M,.. Analog definieren wir
fiir Kospinorfelder vy, va:

(v1,v2)n(2) =< va(2), %Uil_(w) >

Die gewihlte Normierung von 5 zeichnet sich gerade dadurch aus, daf3 diese Ses-
quilinearform positiv definit ist und somit ein Skalarprodukt definiert [Dim82].

Man sieht sofort, daf die Konjugation eine Antiisometrie beziiglich dieses Ska-
larproduktes ist:

(uil—7 u;—)n = (u27 ul)n-

Die Dirac-Konjugation und damit das Skalarprodukt ist zunéchst abhéngig von
der gewihlten Darstellung der v-Matrizen. Fiir die Wahl einer anderen Darstellung
y! = T~,T~! definieren wir eine Abbildung o : DM — DM in einer lokalen
Basis wie folgt:

ar(u @) = TAuP By @ v (T HAZEP.
Damit 148t sich zeigen, daf
ar((u@v)t) = (ar(ud )",
sowie
< ar(ur B vr), ar(ug @ vg) >'=< ug B vy, us Hoy > .

Die Abbildung ar ist somit eine Isometrie, die mit der Konjugation vertauscht.
Bis auf diese Isometrie ist also die Konstruktion von der Darstellung der Gamma-
matrizen unabhéngig.

Spinzusammenhang

Das Dirac-Biindel erbt auf natiirliche Weise einen Zusammenhang, denn der Levi-
Civitd-Zusammenhang der Raumzeit (M, ¢) 148t sich wie folgt vom Tangential-
in das Diracbiindel liften:

Durch den Levi-Civitd-Zusammenhang in 7" M erhélt auch das assoziierte ,Cl—
Hauptfaserbiindel /"M einen Zusammenhang, charakterisiert durch die Lie(ﬁl)—
wertige Zusammenhangsform. Da die Gruppen ,Cl und Spin,, lokal isomorph sind,
sind ihre Lie-Algebren Lie(ﬁl) und Lie(Sping) isomorph. Die Zusammenhangs-
form 146t sich daher mittels der Abbildung ¢ von /"M nach S M zuriickziehen und
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definiert hier als Lie(Spin)-wertige Einsform einen Zusammenhang. Dadurch ist
auch auf dem assoziierten Vektorbiindel DM ein Zusammenhang definiert, der
Spinzusammenhang.

Die kovariante Ableitung eines Spinorfeldes « 146t sich in einer lokalen Ortho-
normalbasis wie folgt schreiben:
Vout = du? + 0,2 guP.

Zwischen den Spinzusammenhangskomponenten o, 5 und den Komponenten

I'?,. des Levi-Civitd-Zusammenhanges besteht die folgende Beziehung:

1
0. = Zrbacvbf‘mcDB- (1.3)

Fiir gemischte Spinor-Tensoren wird die kovariante Ableitung auf die iibliche
Weise durch Anwendung der Leibniz-Regel gebildet. So ist zum Beispiel fiir einen
Spinor-Tensor f € ['(M, T"M @ DM @ D*M) die kovariante Ableitung in einer
lokalen Basis:

A A A A 0O A _cC
Vchb BZaafb B_Fcabfc Bt 0a Cfb B_fb c%a B-
Man kann nun zeigen, daf der Spinor-Tensor v kovariant konstant ist:

Vv = 0uvw — FAW% +o0,7 — 70, =0.

Auch fiir den Spinzusammenhang gibt es einen Kriimmungstensor. Man defi-
niert P € DM Q@ D*M @ T*M @ T*M durch

PABcduB = chduA - VdVCUA - V[qd]uA

fiir beliebige Spinoren u. Dabei ist [¢, d] wieder die Lie-Klammer der Einheitsvek-
torfelder e, und ¢e4.

Zwischen dem Spin-Kriimmungstensor und dem Kriimmungstensor des Levi-
Civitd-Zusammenhanges besteht die folgende Beziehung:

1 a
Pig.g= ZR bed(7a7) A 5.

Dies folgt direkt aus der in Gleichung (1.3) angegebenen Form der Christoffelsym-
bole.

Multipliziert man mit zwei weiteren -Matrizen und kontrahiert iiber die Vek-
torindizes, so erhdlt man nach einiger Rechnung:

1
v 57" P pea = — 50" DR, (1.4)

R ist hierbei der gewohnliche Kriimmungsskalar. Diese Identitit werden wir spéter
noch benétigen.
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Bi-Spinoren

Ein letztes Vektorbiindel werden wir noch bendtigen: Oftmals hat man es mit Funk-
tionen zu tun, die von zwei Punkten der Raumzeit abhédngen und jeweils Werte in
einem Vektorbiindel annehmen. Bei uns wird dies konkret die Zweipunktfunktion
sein.

Als Beispiel betrachten wir das Produkt eines Spinors und eines Kospinors aus
Spinorrdumen in verschiedenen Punkten der Raumzeit:

F(r,y) = v (2)vp(y).

Der Index A transformiert sich also wie ein Spinorindex im Punkt z, der Index B
wie ein Kospinorindex im Punkt .

Dieses Produkt 146t sich als Schnitt in einem neuen Vektorbiindel auffassen,
dem Bispinor-Biindel DM X DM, auch das dufiere Tensorprodukt von DM und
D*M genannt. Dies ist das Biindel iiber der Produktmannigfaltigkeit M x M,
dessen Faser im Punkt (2, y) € M x M der Vektorraum (D M), @ (D*M), ist,
mit Ubergangsmatrix S(z) @ S~ (y).

Glatte Schnitte in DM X DM heiflen Bi-Spinoren.

Ein spezieller Bi-Spinor ist der Bi-Spinor des Paralleltransports 7. In einer
konvex normalen Umgebung O eines Punktes z € M ist jeder Punkt y durch
eine eindeutige Geodite mit # verbunden. Jeder Spinor im Punkt x 146t sich nun
entlang dieser Geodite nach y paralleltransportieren. Dies definiert einen Bi-Spinor
J € I'(O x O, DMK D*M). Er wird charakterisiert durch die Bedingungen

J(w,x) =1, ¢"(Vie)(VyT) =0.

Dieser Paralleltransport-Bispinor ist aber im allgemeinen nicht global definiert.

Aus den gleitenden Basen (£ 4(z)) von DM und (E*B(y)) von D*M kon-
struiert man eine Basis von DM X D*M wie folgt:

(ERE*) 45 (x,y) = Ea(2x) @ E*B(y), A,B=0,...,3.

Ein Schnittv € I'(OQ, DMRD*M) iiber O C M x .M 14t sich dann schreiben
als

o(a,y) = vp(e, y) (EBE) A" (2,y),

mit Funktionen v 5 € C*(0).

Die Verallgemeinerung auf beliebige Spinor-Tensoren geschieht analog.

Auf offensichtliche Weise kann man tiiber Indizes des gleichen Vektorraumes
kontrahieren, zum Beispiel definiert up (y) := v4(z) f4 5(z, y) erneut ein Spinor-
feld.



Kapitel 2

Mikrolokale Analysis

Die mikrolokale Analysis beschiftigt sich mit der Untersuchung von Distribu-
tionen und ihren Singularititen, insbesondere im Hinblick auf Anwendungen in
der Theorie der partiellen Differentialgleichungen. Ein wesentliches Werkzeug zur
Charakterisierung von Singularitéten ist dabei die Wellenfrontmenge, ein mathe-
matisches Konzept, das sich in der Theorie der partiellen Differentialoperatoren
und allgemeiner der Pseudodifferentialoperatoren als sehr niitzlich herausgestellt
hat.

Wir stellen hier die fiir uns wichtigsten Definitionen und Sitze zusammen. De-
tails findet man in den grundlegenden Arbeiten von Duistermaat und Hérmander
[Hor71, DH72], sowie zum Beispiel in den Monographien [Hor90, Tay81, RS75].

Fiir vektorwertige Distributionen gibt es eine Erweiterung des Begriffs der
Wellenfrontmenge, die Polarisationsmenge. Sie enthélt zuséatzlich zu den in der
Wellenfrontmenge enthaltenen Informationen Aussagen iiber die Richtungen, in
denen eine vektorwertige Distribution am stidrksten singuldr ist. Wir geben die
wichtigsten Resultate aus der Arbeit von Dencker an [Den82].

2.1 Distributionen

Riume von Distributionen

Der Raum der Testfunktionen in einem offenen Teilraum X C R™ ist die Men-
ge aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triger in X,
versehen mit der Topologie der gleichméBigen Konvergenz aller Ableitungen. Wir
bezeichnen ihn mit D(X) = C5°(X).

Der zugehorige Dualraum, also die Menge der stetigen linearen Funktionale
auf D(X), ist D'(X ), der Raum der Distributionen.

Wichtig sind auierdem &’(.X), der Raum der Distributionen mit kompaktem
Triger in X, sowie S’(R"), der Raum der temperierten Distributionen, das ist der
Dualraum des Schwartz-Raumes S(R™) der schnell abfallenden Funktionen.

Der Raum C*°(X) der glatten Funktionen auf X ist als Teilraum in D’(X)

17
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enthalten, denn jede Funktion f € C*(X) kann wie folgt mit einer Distribution
T identifiziert werden:

() ::/Xf(ac)cb(ac)d”x, é € D(X). @1

Es ist sogar jede Distribution Grenzwert einer Folge von glatten Funktionen. Man
spricht daher auch von Distributionen als verallgemeinerten Funktionen.

Im Gegensatz zu Funktionen kénnen Distributionen jedoch Singularititen auf-
weisen:

Definition 2.1. Der singuldire Triiger sing supp u einer Distribution v € D’(X)
ist die Menge aller Punkte aus X, die keine Umgebung U besitzen, in der u mit
einer glatten Funktion f € C°°(U) iibereinstimmt, so da also u(¢) = Tf(¢)
Vo € D(U).

Oftmals bietet sich zur Vereinfachung der Notation an, eine Distribution u wie
eine Funktion u(x) zu schreiben. Dies geht natiirlich nur formal, und in den Punk-
ten & € singsupp u ist u(z) nicht definiert. Zum Beispiel ist fiir die Diracsche
Delta-Distribution §(*) € D'(R"), §(")(¢) := $(0): §()(z) = 0 fir z # 0,
50(0) = oo.

Um eine Operation vom Raum der Testfunktionen auf den Raum der Distri-
butionen zu verallgemeinern, nutzt man stets die Dualitét aus: zum Beispiel sind
beliebige Ableitungen von Distributionen definiert, indem man diese auf die Test-
funktion abwilzt. Fiir glatte Funktionen f gilt

1,(0) = [ duf@)0@ s = - [ [0t = T/(-0,0)
und man setzt daher
(auu) (¢) = u(_8u¢)-

Fouriertransformation und Faltung

Definition 2.2. Sei f € S(R"). lhre Fouriertransformierte ist definiert als die
Funktion f € S(R") mit

7 1 —i<E, x> n
Fi6) = Gy [ Sl e

Satz 2.1. Umgekehrt lafit sich f € S(R"™) durch ihre Fouriertransformierte aus-
driicken:

1 Ny 1<Ex> gn
o) = Gy [ Fle<eae
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Satz 2.2. Die Fouriertransformation lifit sich eindeutig zu einer stetigen Bijektion
F : 8'(R") — S'(R") ausdehnen. Man definiert fiir u € S'(R"):

() = u(d), ¢ € SRM.

Distributionen mit kompaktem Triger werden auf glatte Funktionen abgebildet.

Die Untersuchung der Fouriertransformierten gibt uns Aufschluf tiber mogli-
che Singularititen einer Distribution, wie folgender Satz zeigt:

Satz 2.3. Sei u € D'(X), X C R" offen. Wenn fiir jede Funktion ¢ € C5°(X) die
Funktion ¢u schnell abfillt, das heifit, wenn es fiir jedes m € N eine Konstante
C', gibt, so daf3

6u(€)] < Cn(L+[€)™™ V€ €RY,

dann ist u € C*(X).

Im Zusammenhang mit Produkten von Distributionen benétigen wir den Be-
griff der Faltung:

Definition 2.3. Seien f, g € S(R"™). Dann ist ihre Faltung die Funktion

(F9)(y) = / Fly— 2)g ().

Satz 2.4. Die Fouriertransformation iiberfiihrt Produkte in Faltungen und umge-
kehrt:

Jg=0@r) "2 G, frg=@n)"*f-5.

Distributionen iiber Mannigfaltigkeiten

Bis jetzt haben wir Distributionen nur iiber dem euklidischen Raum definiert, die
Ubertragung auf beliebige differenzierbare Mannigfaltigkeiten ist aber problemlos
moglich. Wir untersuchen zunichst das Verhalten von Distributionen unter Koor-
dinatentransformationen:

Definition 2.4. Sei y : X — Y ein Diffeomorphismus zweier offener Mengen
X,Y C R™und v € D'(Y). Dann definieren wir die mittels x zuriickgezogene
Distribution y*v € D’(X ) durch

Xv(¢) = v(det(Dx) " poxTh), ¢ € DX).

Satz 2.5. Dies ist die eindeutige stetige Erweiterung des Zuriickziehens von glatten
Funktionen auf den Raum der Distributionen.
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Eine Distribution auf einer Mannigfaltigkeit wird nun durch Zusammenkleben
von Distributionen auf den Kartengebieten definiert:

Definition 2.5. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Wenn fiir jedes Ko-
ordinatensystem ¢, : U, — V, (U, C M, V, C R") eine Distribution u, € D’'(V),)
gegeben ist, so dal3

ub|(pL(ULmUH) = (SOH © Sob_l)*uﬁ|@H(ULnUn) VL7 H7

dann wird das System (u,) eine Distribution u auf M genannt. Die Menge aller
Distributionen auf M wird mit D’( M) bezeichnet.

Man kann sich fragen, warum man den Raum der Distributionen iiber einer
Mannigfaltigkeit nicht einfach als den Dualraum der Menge der differenzierbaren
Funktionen mit kompaktem Triger definiert. Da im allgemeinen kein ausgezeich-
netes Volumenelement definiert ist, ist dann eine natiirliche Einbettung der glatten
Funktionen nach Gleichung (2.1) nicht moglich. Diese Definition fiihrt stattdes-
sen auf Distributionsdichten. Im Falle (Pseudo-)Riemannscher Mannigfaltigkeiten
kann man aber mit Hilfe des vorgegebenen Volumenelementes Funktionen und
Dichten identifizieren, und beide Definitionen sind gleichwertig.

2.2 Pseudodifferentialoperatoren

Ein (linearer, partieller) Differentialoperator der Ordnung m auf R"™ hat die Form

P=p(z,D)= Z an(z)D".

|| <m
Die Summe erstreckt sich iiber alle Multiindizes o« = (aq, ..., o) € N™. Es ist
la] =37, aj und D* = []’_,(—id/dx7)*, a, sind glatte Funktionen.

Fiir v € D(R") gilt dann:

Pue) = (e, D) / ()< g

G [ e ag e 2)

Wenn wir in diesem Ausdruck fiir das Polynom p(z, £) auch allgemeinere Aus-
driicke zulassen, so erhalten wir einen Pseudodifferentialoperator. Die Funktion p
heiit dann das Symbol o(P) des Operators P. Wir verzichten auf die allgemeine
Definition eines Symbols, da wir es im folgenden nur mit klassischen Pseudodit-
ferentialoperatoren zu tun haben werden. Genaueres findet man zum Beispiel in
[Tay81].
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Definition 2.6. Ein klassischer Pseudodifferentialoperator P wird durch Glei-
chung (2.2) definiert, wobei das Symbol eine asymptotische Summe von homo-
genen Termen ist:

p($7€) = pm(QC,f) ‘|‘pm_1($7€) +pm—2($7€) +...

Es ist p,,, # 0, und die p; sind homogen in £ vom Grade ;. m heilt der Grad des
Operators, op(P) = p,, ist sein Hauptsymbol. Das Unterhauptsymbol ist definiert
als

n

1 9
US(P) =Pm-1— Z ZW

i=1

Die Ubertragung auf Mannigfaltigkeiten liegt auf der Hand: Man definiert den
Operator in jedem Kartengebiet und verlangt, dafl die Wirkung der Operatoren in
jedem Durchschnitt zweier Kartengebiete dieselbe ist.

Die Menge der Pseudodifferentialoperatoren auf M vom Grad m bezeichnen
wir mit L (M).

Betrachtet man das Verhalten des Symbols unter Koordinatentransformationen,
so zeigt sich, daf} das Hauptsymbol eine wohldefinierte Funktion auf dem Kotan-
gentialbiindel ist, ebenso das Unterhauptsymbol, wenn der Operator auf Halbdich-
ten wirkt.

Definition 2.7. Die charakteristische Menge eines Pseudodifferentialoperators P
mit Hauptsymbol p ist die Menge

char(P) = char(p) := {(#,&) € T"M\ 0| p(z,£) = 0}.

Definition 2.8. Das Hamiltonsche Vektorfeld einer Funktion p € C*(1™M) ist
das Vektorfeld

Hp(x7€) = XZ: ( € EY% — EI% 8&) .

Eine Integralkurve des Hamiltonschen Vektorfeldes H,, ist eine Kurve 7
(z(7),&(7)) € T"M, so daB L (x(7),£(r)) = Hy(z(7),&(r)), fiir die also in
einem Koordinatensystem die Hamiltonschen Gleichungen erfiillt sind:

dp : dp
= 8_@(96(7)’5(7))’ §u(r) = =5 2 (@(7),€(7)).

Der Punkt bedeutet stets Ableitung nach dem Kurvenparameter 7.

& (7)

Definition 2.9. Sei P € L™ (M) und p sein Hauptsymbol. Die Integralkurven des
Hamiltonschen Vektorfeldes f1,, in der charakteristischen Menge von p heilen die
Bicharakteristiken, ihre Projektionen auf M die bicharakteristischen Kurven von
P.
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Als Beispiel wollen wir die Bicharakteristiken fiir einen speziellen Operator
ausrechnen, der uns noch mehrfach begegnen wird:

Satz 2.6. Sei M eine Raumzeit, f,b € C*(M), sodaf3 0 # f(z) € R Vo € M,
und a € I'(M, T M). Die bicharakteristischen Kurven des Operators

P=f0+4dV,+0b, O=¢""V,V,,

sind gerade die Nullgeodditen in M.

Die Bicharakteristiken sind die Kurven T — (ac( ),E 7)), so daf} xz(7) eine
Nullgeodiite beschreibt und ,,(7) = —(Qf(ac(r))) w (@ (7))2” () fiir alle T.
Durch Umparametrisieren erreicht man §,, = g, &".

Beweis. P hat das Hauptsymbol

p(z,§) = —f(2)g"" (2)uly-

Gesucht ist eine Kurve 7 +— (2(7),&(7)) € T"M, so daB p(x(7),&(7)) = 0 V7
und so daf} die Hamilton-Gleichungen erfiillt sind:

o= 0P g
: 3
b = —gb = 10,0766 - 2y

Der Term mit Ableitungen von f verschwindet auf der Kurve, da dort p = 0.
Aus der ersten Gleichung folgt £, = —(2f)~'g,,2¢". Die Bedingung p = 0
impliziert dann, daf die bicharakteristischen Kurven lichtartig sind: ¢, 22" = 0.
Es bleibt zu zeigen, daBl z(7) eine Geodite ist. Dafiir nehmen wir eine Para-
metertransformation vor: 2/(¢) := x(7(t)), so daB in jedem Punkt 2 = % Dann
ist & = —2¢#¢, und £, = 9,9°°¢,&5.
In die Geoditengleichung eingesetzt, ergibt sich:
u T T /\$/y$//\
= —20,g"€,3" — 29" 0,9°P & + AT 09" g™ G
=266} (2000"79 = 90,97 + 207,976
=0.

Den letzten Schritt erhélt man nach Einsetzen der Christoffelsymbole durch ele-
mentare Umformungen.

Der soeben untersuchte Wellenoperator ist ein Beispiel fiir eine Klasse von
Operatoren mit giinstigen Eigenschaften:

Definition 2.10. Ein Pseudodifferentialoperator P € L™ (M) heifit vom reellen
Haupttyp, wenn sein Hauptsymbol p(z, ) reell ist und das Hamiltonsche Vektor-
feld H, fiir p = 0 weder verschwindet noch die radiale Richtung hat (das heift

Ip 8
p 7é ok ag
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2.3 Wellenfrontmengen

Bereits in Satz 2.3 haben wir festgestellt, daf die Fouriertransformierte einer in der
Umgebung eines Punktes lokalisierten Distribution Aufschluf} iiber mogliche Sin-
gularitdten in diesem Punkt geben kann. Die Idee ist nun, genauer die Richtungen
im Fourierraum zu analysieren, die diese Singularitidten erzeugen, und nicht nur
zu fragen, ob die Fouriertransformierte schnell abfillt, sondern auch, in welchen
Richtungen dies der Fall ist.

Definition 2.11. Seiu € D'(X), X C R”. EinPunkt (z,£) € X x(R"\{0}) heifit
ein reguldr gerichteter Punkt von u, wenn eine Funktion ¢ € C{°(.X) existiert, die
bei x nicht verschwindet, so daf es fiir jedes m € N eine Konstante (', gibt, mit
der gilt:

pu(€’)] < C (14 1)

fiir alle ¢’ in einer konischen Umgebung I' € R™\ {0} von £. Eine Umgebung I'
heiBt konisch, wenn sie zu jedem Punkt £ € " auch alle ¢ - &, ¢ € R™T, enthiilt.

Definition 2.12. Die Wellenfrontmenge WI'(u) einer Distribution u € D’(X) ist
das Komplement in X' x (R™\ {0}) der Menge aller reguldr gerichteten Punkte
von .

Beispiel 2.1. Die ¢-Distribution im R™ hat die Wellenfrontmenge
WF(8) = {(0,8) [€ € R*\ {0} }.
Dies liest man direkt an der Fouriertransformierten ab:
$6(&) = 8(e7" <47 9) = 6(0).

Die Wellenfrontmenge enthilt jedoch nicht immer den gesamten Raum iiber
einem Punkt des singulédren Trigers:

Beispiel 2.2. Die Distribution u* € D'(R), u*(z) = —{—, hat die Wellenfront-
menge

WE(u*) = {(0,¢) | £ € R*\ {0} },
denn ihre Fouriertransformierte ist
W (€) = Fiv2mh(£€).

Satz 2.7. Die Wellenfrontmenge einer Distribution w € D'(X) hat die folgenden
wichtigen Eigenschaften:

1. Die Wellenfrontmenge ist eine Verfeinerung des singuliren Trigers in fol-
gendem Sinne:

7 (WF(u)) = sing supp u.

Insbesondere ist die Wellenfrontmenge einer glatten Funktion leer.
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2. WF'(u) ist eine abgeschlossene konische Teilmenge von X x (R"\ {0}).
3. Fiir alle Testfunktionen ¢ € D(X) gilt

4. Fiir einen Pseudodifferentialoperator P gilt
WEF(Pu) C WF(u),

die Anwendung eines Pseudodifferentialoperators vergrdfiert also nicht die
Wellenfrontmenge (pseudolokale Eigenschaft).

5. Die Summe zweier Distributionen u,v € D'(X) hat die Eigenschaft
WF(u+v) C WF(u) UWF(v).
6. Fiir das Tensorprodukt der Distributionen u, v € D'(X) gilt

WEu®@v) C WF(u) x WF(v)
U ((supp(u) x {0}) x WF(v))
U (WE(u) x (supp(v) x {0})).

Die Wellenfrontmenge einer Distribution weist ein verniinftiges Verhalten un-
ter Koordinatentransformationen auf:

Satz 2.8. Seien X,Y C R"™, x : X — Y ein Diffeomorphismusund v € D'(Y') ei-
ne Distribution. Dann gilt fiir die Wellenfrontmenge der mittels x zuriickgezogenen
Distribution:

WE(x*v) = X WEF(v) := {(2,'[Dx(2)]¢) | (x(2).£) € WF(v)}.

Dieser Satz sagt uns also, daB sich die Elemente der Wellenfrontmenge unter
einer Koordinatentransformation wie Kotangentialvektoren transformieren. Man
kann die Wellenfrontmenge also als eine Teilmenge des Kotangentialbiindels auf-
fassen.

Fiir eine Distribution « iiber einer Mannigfaltigkeit M definiert man dann die
Wellenfrontmenge in jedem Kartengebiet und erhilt durch Zusammenkleben der
Kartengebiete die Wellenfrontmenge iiber der gesamten Mannigfaltigkeit:

WF(u) = | JWF(u,) Cc T"M\ 0.
Eine zweite Charakterisierung der Wellenfrontmenge gibt der folgende Satz,

der uns insbesondere bei der Verallgemeinerung auf vektorwertige Distributionen
leiten wird:
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Satz 2.9. Sei u € D'(X) eine Distribution. Fiir ihre Wellenfrontmenge gilt:

WEF(u) = ﬂ char A.
AuecC

Der Durchschnitt wird iiber alle Pseudodifferentialoperatoren A € L°(X) gebil-
det, so dafp Au € C*(X).

Ein fiir die Anwendung in der Theorie partieller Differentialgleichungen be-
sonders wichtiges Resultat aus der Arbeit von Duistermaat und Hérmander [DH72]
ist der folgende Satz iiber die Ausbreitung von Singularitéiten:

Satz 2.10. Sei P ein Pseudodifferentialoperator auf M vom reellen Haupttyp mit
Hauptsymbol p. Sind u, f € D'(M), so daf$ Pu = f, dann gilt:

WEF(u) \ WF(f) C char(P),

und WF(u) \ WF(f) ist invariant unter dem Hamiltonschen Vektorfeld H,.

Speziell fiir die Losung einer homogenen Differentialgleichung Pu = 0 ist
also die Wellenfrontmenge W/I'(u) eine Vereinigung von Bicharakteristiken von
P. Als Beispiel betrachten wir wieder den Differentialoperator aus Beispiel 2.6:

Corollar 2.11. Sei u € D'(M) eine Losung der Differentialgleichung Pu = 0
mit P = fO4 a"V, + b, wobei f,b € C*(M),0# f(z) € R Vo € M, und
a € T'(M, T M). Dann gilt fiir ihre Wellenfrontmenge:

WF(u) C {(2,6) € T"M\ 0] g"€,.€, = 0}.

Liegen die Punkte x,y € M auf einer Nullgeodiite v, so daf3 & kotangential
an v in z ist und v durch Paralleltransport entlang ~ aus £ hervorgeht, dann ist
(z,&) € WF(u) genau dann, wenn auch (y,n) € WF(u).

2.4 Multiplikation von Distributionen

Im Gegensatz zu differenzierbaren Funktionen kann man Distributionen im allge-
meinen nicht punktweise miteinander multiplizieren. Man kann zeigen, daf3 sich
der Raum der Distributionen nicht stetig in eine assoziative differentielle Algebra
einbetten 146t, deren Ableitungsoperator mit dem von D’(R") bekannten iiberein-
stimmt, so daf} auch das Produkt aus C(R™) erhalten bleibt.

Fiir Details zu diesem Abschnitt siehe auch das Buch von Oberguggenberger
[Obe92].

Beispiel 2.3. Wir betrachten das Produkt der Heaviside-Funktion # mit der Di-
racschen §-Distribution. Wir wihlen fiir beide Distributionen eine Regularisierung
durch glatte Funktionen 6, — 4 und 8, — 6 fiir ¢ — 0 und versuchen, das Produkt
als Grenzwert lim._,q 8.8, zu definieren.
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Offensichtlich hdngt aber das Resultat von der Regularisierung ab: Wihlen wir
die Regularisierung so, daB supp(d.) C [—¢, €] und 6, (z) = 0 fiir z < ¢, dann ist
6.0, = 0. Ist hingegen 6, (z) = 1 fiir & > —¢, dannist .6, = §. — 6.

Eine sinnvolle Definition des Produktes sollte aber von der Regularisierung
unabhingig sein.

Fiir bestimmte Klassen von Distributionen 14t sich dennoch ein sinnvolles Pro-
dukt definieren. Zunichst einmal kann man natiirlich beliebige Distributionen mit
glatten Funktionen multiplizieren. Aber auch unter schwicheren Annahmen exi-
stieren Produkte. In Anlehnung an den Zusammenhang zwischen Multiplikation
und Faltung von glatten Funktionen (Satz 2.4) definieren wir:

Definition 2.13. Seien uy, up € D'(X), X C R", zwei Distributionen. Wir sagen,
ihr Fourier-Produkt existiert als die Distribution v € D’(X), wenn es fiir alle
x € X eine Funktion ¢ € D(X) gibt, identisch 1 auf einer Umgebung von z,
so daf} das Faltungsintegral

/2\ 1 o R n
(€)= Gy [ Gmama(E ~ iy

absolut konvergiert.

Es gibt a priori noch andere Moglichkeiten, das Produkt zu definieren. Wir
werden jedoch nur mit dieser Definition arbeiten und sprechen daher statt vom
Fourierprodukt einfach vom Produkt zweier Distributionen.

Das Produkt ist, falls es existiert, eindeutig. Da die Definition lokal ist, 148t sie
sich problemlos auch auf Mannigfaltigkeiten {ibertragen.

Das Produkt zweier Distributionen mit disjunktem Trdger ist offensichtlich
Null. Es ist auch leicht einzusehen, daf3 das Produkt fiir zwei Distributionen mit dis-
junktem singulédren Tréger stets existiert. Fiir die Existenz eines Produktes gentigt
aber auch eine einfache Bedingung an die Wellenfrontmengen der Faktoren:

Satz 2.12. Seien u,v € D'(X), und sei folgende Bedingung fiir alle x € X erfiillt:
(2,0)  WEF(u) & WE(v) = {(2, €+ 1) | (2, ) € WE(u), (¢, 1) € WF(v) }.
Dann existiert das Fourierprodukt u - v, und es gilt:
WF(u-v) C(WF(u) @ WF(v)) UWF(u) UWFE(v).

Beispiel 2.4. Das Produkt der Dlstrlbutlon ut(x) = - -I—
selbst existiert als Distribution =75 ) € D'(R),denn es gilt

aus Beispiel 2.2 mit sich

WF(ut) & WF(u) = {(0,€) | £ € RT\ {0}} # (2,0).

SchlieBlich sei noch hingewiesen auf den Zusammenhang mit der Regularisie-
rung durch glatte Funktionen mit anschlieBendem Ubergang zum Grenzwert der
Produkte, der in der Motivation angesprochen wurde [Obe86]:
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Satz 2.13. Seien u,v € D'(R™), und ihr Fourier-Produkt w - v existiere. Dann
existiert fiir alle 5-Folgen (p;), (o;) der Grenzwert

lim (pj * u)(oj *x v) € D'(R")

J

— 00

und stimmt mit dem Produkt u - v iiberein.
Dabei heifst eine Folge (p;) von Testfunktionen p; € D(R™) eine -Folge, wenn

1. es positive Zahlen €; — 0 gibt, so dafs p;(x) = 0 fiir || > €;,

2. [pj(x)dz =1,
3. pi(z) > 0Vz € R™

2.5 Vektorwertige Distributionen

Wir betrachten nun vektorwertige Distributionen v € D'(M, CV), das sind Tupel
w = (;)i=1,..,~ von Distributionen u; € D’(M). Ein solches Tupel kann man
auffassen als Linearform auf D(M)Y = I'g(M, M x CV).

Dies 146t sich auf beliebige Vektorbiindel £ iiber M verallgemeinern, indem
man D’ (M, F) als den Dualraum von 'y (M, E*) definiert.

In einer lokalen Basis (£4) von F 148t sich eine Distribution u € D'(M, F)
dann als u = 3" us B schreiben, mit skalaren Distributionen u4 € D’(M). Fiir
FETo(M,E"), f=3 fAE,, istdann u(f) = > ua(f4).

Die Anwendung eines M x N-Systems A = (A;;) von Pseudodifferentialope-
ratoren auf M auf eine Distribution u € D’(M, CV) definiert eine Distribution
Au € D'(M,CY) mit

(Au); == ZAijUj7 1=1,..., M.
J

Entsprechend ist ein Pseudodifferentialoperator zwischen zwei Vektorbiindeln ein
Operator, der in jeder lokalen Trivialisierung diese Form hat. Die Menge der Pseu-
dodifferentialoperatoren vom Grad m zwischen den Vektorbiindeln £ und F’ iiber
M nennen wir L™ (M; E| F).

Die Verkniipfung zweier Systeme von Pseudodifferentialoperatoren ist auf na-
heliegende Weise definiert: Ist A = (A;;) ein M x N-System und B = (B;;) ein
K x M-System, dann ist B A ein K x N-System von Pseudodifferentialoperatoren,
definiert durch

(BA)Z'k = Z BZ']‘A]‘k.

J

Die Wellenfrontmenge von u = (u;) € D'(M, CY) ist definiert als die Verei-
nigung der Wellenfrontmengen ihrer Komponenten:

N
WF(u) := | WF (u;).

=1
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Polarisationsmenge

Wir definieren jetzt die Polarisationsmenge einer vektorwertigen Distribution und
nennen ihre wichtigsten Eigenschaften. Weitere Einzelheiten finden sich in der Ori-
ginalarbeit von Dencker [Den82].

Definition 2.14. Die Polarisationsmenge einer Distribution u € D'(M,CV) ist
die Menge

WEa(u)= (] Na

AueC>® (M)

Ny ={(z,&w) € (T"M \ 0) x CNw e Kera(z,§)},

wobei der Durchschnitt iiber alle 1 x /N-Systeme von klassischen Pseudodifferen-
tialoperatoren A mit Hauptsymbol op(A) = a gebildet wird, und Ker a(z, &) ist
der Kern der Matrix a(z, §).

Wie man sofort sieht, ist (7%M \ 0) x {0} C WF,,(u) fiir jede Distribution
u. AuBlerdem ist die Polarisationsmenge abgeschlossen, linear in der Faser und
konisch in der &£-Variable.

Fiir eine Distribution mit Werten in einem Vektorbiindel F iiber M definiert
man die Polarisationsmenge in jeder lokalen Trivialisierung. Es ist klar, da dies
eine lineare Teilmenge des iiber das Kotangentialbiindel zuriickgezogenen Biindels
7 F ergibt.

Die Polarisationsmenge gibt an, in welchen Richtungen eine vektorwertige
Distribution die stdrksten Singularitidten besitzt. Dies wollen wir anhand einiger
Beispiele verdeutlichen:

Beispiel 2.5. Sei v = (u1,u3) € D'(M,C?) und (y,n) ¢ WF(uy). Dann gilt
tiber einer konischen Umgebung von (y, n):

pol C{ (*M\)X(327Z€C}.

Beispiel 2.6. Sei u = (v, Av) € D’(R”,(Cz), wobei v € D'(R") und A der
Laplace-Operator ist. Dann gilt

W) € {2, e (TR™\ 0) x ©, 2 € C},
da Auy — uy = 0und Kerop(A, —1) = Ker(—£2,0) = {(0, 2), z € C}.

Beispiel 2.7. Sei u = V5 = (9,63 (21, 29), 0,6 (21, 22)) € D'(R? C?).
Dann ist

WE,oi(u) C {(0,&X-€) € (T*R*\ 0) x C*, X € C},

denn u ist Losung der Differentialgleichung (—9,,,d,,)u = 0 € C>(R?), und
Ker(—i&, 1) = C- (&,&).
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Fiir skalare Distributionen liefert die Polarisationsmenge aufgrund von Satz 2.9
wieder genau die Informationen der Wellenfrontmenge. Fiir vektorwertige Distri-
butionen erhalten wir die Wellenfrontmenge zuriick, indem wir die nichttrivialen
Punkte der Polarisationsmenge auf das Kotangentialbiindel projizieren:

Satz 2.14. Sei uw € D'(M,CV) und 715 : T*"M x CN — T*M die Projektion
auf das Kotangentialbiindel: 71 5(z,&; w) = (x,&). Dann gilt:

m1,2(WF,e(u) \ 0) = WEF(u).

In diesem Sinne ist die Polarisationsmenge also eine Verfeinerung der Wellen-
frontmenge.

Uns interessiert nun das Verhalten der Polarisationsmenge unter Anwendung
eines Systems von Pseudodifferentialoperatoren. Wir wissen bereits aus Satz 2.7,
daf} dies die Wellenfrontmenge nicht vergroBert. Fiir die Polarisationsmenge gilt
der folgende Satz:

Satz 2.15. Sei A ein M x N-System von Pseudodifferentialoperatoren auf M mit
Hauptsymbol a(x, £), und sei u € D'(M,CN). Dann gilt:

a(WEyo(u)) C WEyq(Au),

wobei a auf der Faser operiere: a(z,&;w) = (z,&; a(z, &) w).

Ist ¥ ein N x N-System von Pseudodifferentialoperatoren auf M und sein
Hauptsymbol e(x, £) nicht charakteristisch im Punkt (y,n) € T*M \ 0, ist also
det e(z,&) # 0, so gilt sogar

e(WFpo(u)) = WE,q(Eu)

iiber einer konischen Umgebung von (y, 1).

Ausbreitung von Singularititen

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, welche Aussagen man {iber die Polarisations-
menge einer Distribution machen kann, die Losung eines Systems von partiellen
Differentialgleichungen oder allgemeiner Pseudodifferentialoperatoren ist.

Zunichst miissen wir jedoch Einschrinkungen an die betrachteten Operatoren
machen:

Definition 2.15. Ein N x N-System P von Pseudodifferentialoperatoren auf M
mit Hauptsymbol p(z, £) heiit vom reellen Haupttyp bei (y,n) € T*M \ 0, falls
es ein N x N-Symbol p(z, £) gibt, so daf

]N)(xvg)p(xvg) = (]($,€) 1

in einer Umgebung von (y, i), mit einem skalaren Symbol ¢(z, ) vom reellen
Haupttyp. Wir sagen, P sei vom reellen Haupttyp in 2 C T*M \ 0, wenn es dies
in jedem Punkt (y, n) € Q ist.
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Bemerkung. Die Wahl von p und ¢ ist nicht eindeutig. Man kann jedoch zeigen,
daf die Freiheit nur in der Multiplikation mit einer glatten, nicht verschwindenden
Funktion auf 7M \ 0 besteht.

Fiir ein System von Pseudodifferentialoperatoren F” vom reellen Haupttyp de-
finieren wir die Menge

Qp = {(2,&) € T"M\ 0| det p(z,&) = 0}.

Wihlt man lokal p, so daB pp = ¢ - 1, dann ist Qp = ¢~1(0). Da ¢ vom reellen
Haupttyp ist, ist dies eine Hyperfliche mit nicht-radialem Hamilton-Feld /{,, und
die Dimension von Ker p ist konstant auf (2p.

Ist Pu € C*, so ist fiir die Existenz von nichttrivialen Elementen (z, &; w)
der Polarisationsmenge iiber einem Punkt (z, ) nach Definition notwendig, daf3
Ker p(z,&) # {0}. Also muB (z, £) und somit ganz WF'(u) in Qp liegen.

Nach Satz 2.10 ist die Wellenfrontmenge eine Vereinigung von Bicharakteri-
stiken von ¢ in £2p. Da die Wellenfrontmenge nicht von der Wahl von ¢ abhédngen
kann, folgt, daf eine andere Wahl von p und ¢ auf die gleichen Bicharakteristiken
fiithren muB3. Dies sieht man auch leicht, indem man das Vektorfeld [, mit dem
Hamiltonfeld fiir eine andere Wahl ¢’ = f¢ vergleicht. Es ist

Hyy=fHy+qH; = fH,

auf Q2p, da dort ¢ verschwindet. Die Multiplikation von [, mit einer nicht ver-
schwindenden glatten Funktion f fiihrt aber auf die gleichen, lediglich umpara-
metrisierten, Bicharakteristiken: Sei (z(7), £(7)) eine Bicharakteristik von ¢ und
z(t) = «(7(t)), wobei die Parametertransformation ¢(7) so gewihlt sei, daB in
jedem Punkt 2 (7) = f((r))~". Dann gilt

d - dr d
—(&(1),&(t) = —— = fH
S (1), €0) = T (a(r), €)= [H,,
also ist die umparametrisierte Kurve (i (r), £(7)) Integralkurve von H .

Jede Wahl von ¢ fiihrt also auf die gleichen Bicharakteristiken (als unpara-
metrisierte Kurven), und wir werden daher einfach von Bicharakteristiken in Q2p
sprechen, ohne auf ein spezielles ¢ Bezug zu nehmen.

Wir hatten festgestellt, dal die Wellenfrontmenge von « mit Pu € C* eine
Vereinigung von Bicharakteristiken in €2 p ist. Es stellt sich nun die Frage, wie sich
die Polarisationsvektoren entlang dieser Bicharakteristiken verhalten, und es wird
sich herausstellen, daf sie einem einfachen Paralleltransportgesetz gehorchen.

Wir betrachten also ein N x N-System von Pseudodifferentialoperatoren P
vom reellen Haupttyp. PP habe den Grad m, und sein Symbol ist eine Summe ho-
mogener Terme:

o(P)(2,&) = p(2,) + Pm-1(2,8) + pm_2(2,) + ...



2.5. VEKTORWERTIGE DISTRIBUTIONEN 31

p = op(P) ist das Hauptsymbol von P, und p; ist homogen vom Grad j. Das
Unterhauptsymbol ist

1.9p(z,§)

ps(xvg) = Pm—l(%f) - QZW

p(z,€) und ¢(z, &) seien wie oben ausgewihlt, so dafl
pp=q-1.
Weiterhin sei

{ﬁvp} — 8£Mﬁ($7€)81’“p($7€) - 8x“ﬁ($7€)8fup($7€)

die Poissonklammer und

Hy(2,8) = 0¢,q(x,&)0pn — Opnq(z,€) 0,
das Hamiltonsche Vektorfeld von 4.

Definition 2.16. Fiir ein glattes Vektorfeld w auf 7%M \ 0 mit Werten in CV de-
finieren wir den Dencker-Zusammenhang:

1. L
Dpw = Hyw+ §{p,p}w + ipp’w. (2.3)

Dies ist ein partieller Zusammenhang entlang der Bicharakteristiken in 2 p, al-
so ein Zusammenhang in allen CV -Vektorbiindeln iiber diesen Bicharakteristiken.
Es gilt aber sogar folgendes:

Satz 2.16. Durch (2.3) wird ein partieller Zusammenhang auf N'p definiert. Ins-
besondere gilt fiir jedes Vektorfeld w entlang einer Bicharakteristik v in {2p, daf3
Dpw € Kerp entlang v genau dann, wenn w € Ker p entlang ~, und die Glei-
chung Dpw = 0 kann gelost werden mit w € Np.

Bemerkung. Die Definition des Zusammenhanges ist wiederum abhingig von der
Wahl von p und ¢. Eine geschickte Wahl von p kann sich zwar in konkreten Rech-
nungen durchaus bezahlt machen, man kann jedoch zeigen, daf3 Losungen der Glei-
chung Dpw = 0 in Ap durch eine andere Wahl nur um einen skalaren Faktor
verdndert werden. Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 2.17. Ein Hamilton-Orbit eines Systems P vom reellen Haupttyp ist
ein Geradenbiindel L C A/p|, entlang einer Bicharakteristik in Qp, aufgespannt
von einem Vektorfeld w, das die Gleichung Dpw = 0 erfiillt, das also parallel
beziiglich des Zusammenhanges Dp ist.

Die Hamilton-Orbits hidngen somit nicht von der Wahl von p ab. Damit ha-
ben wir alle Vorbereitungen getroffen, um das folgende Hauptresultat aus [Den82]
anzugeben:
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Theorem 2.17. Sei P ein N X N-System von Pseudodifferentialoperatoren auf
einer Mannigfaltigkeit M, und sei v € D'(M,CN). Weiterhin sei P im Punkt
(y,n) € Qp vom reellen Haupttyp und (y,n) ¢ WE(Pu). Uber einer Umgebung
von (y,n) in Qp ist dann WE,, (u) eine Vereinigung von Hamilton-Orbits von P.

Zur Illustration betrachten wir eine physikalische Anwendung (vergleiche auch
[Rad97]):

Beispiel 2.8. Wir untersuchen die Maxwell-Gleichungen in einer Raumzeit M.
Sie lauten fiir ein Vektorfeld A € I'(M, T'M) in Lorentz-Eichung (VA" = 0) in
lokalen Koordinaten:

A" - RV, A" =0, O=¢""V,V,.
Zu untersuchen ist also der Pseudodifferentialoperator
P =680- R, = g°°(840,05 + TV 005 — 04T 050y + TV 5,00) + . ..

Die Punkte stehen fiir Terme, die keine Ableitungen enthalten und in der weiteren
Rechnung keine Rolle spielen.
P hat das Hauptsymbol

p(e,€)", = —g°" (2)a&56",

sein Unterhauptsymbol ist

P8, = g (e = T sl + T 560) + 5:201050™6,

= 2070 + g (B50)07E )
Dabei haben wir die folgende Identitéit benutzt:
[a59™” = =059"7 — %g‘l(aﬁg)gm-
Wir wihlen
7= V=98,

so daf

w=—v=99""6E5 1= q(,€) - 1.

¢ ist also ein skalares Symbol vom reellen Haupttyp, und seine Bicharakteristiken
sind wieder gerade die Nullgeoditen. Der Raum Qp = ¢~'(0) besteht aus allen
lichtartigen Vektoren aus 7*M \ 0. Da p 1, ist der Raum Ker p(z, §), auf dem
der Dencker-Zusammenhang wirkt, der gesamte Tangentialraum.
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Um den Zusammenhang zu berechnen, bestimmen wir

1 1
S v _ af v

<~ SNV v e} 1 - v
(ipp°)”, = V=4 (—QF ong" 65 = 59 l(aﬁg)gmfw%) :

und
Hyow = 0¢,q(2,8) 00w — Opnq(, ) 0¢,w
= &"0pw + éua@w
dw
dr
fiir ein Vektorfeld w(z(7), £(7)) entlang einer Bicharakteristik, wobei wir die Ha-

miltonschen Gleichungen eingesetzt haben.
Der partielle Zusammenhang, angewandt auf w(7), ist also

1. Y
(Dpw)” = (qu—|-§{p7p}w—|—zpp w)

dw?

e dT — 2\/—gryauga655w“

dw” g

= v, —
dr + "oE, v
dw? o

= dT —I— F”aﬂx w“

- (VTw)y7

das heil3t er entspricht gerade dem gewohnlichen Levi-Civitd-Zusammenhang im
Tangentialbiindel.

Die Hamilton-Orbits fiir die Maxwell-Gleichungen sind also die parallelen
Vektorfelder entlang von Nullgeoditen, und die Polarisationsmenge einer Distri-
butionslosung der Maxwellgleichungen ist eine Vereinigung solcher Hamilton-
Orbits.

Dies 14t sich so interpretieren, daf3 die Bahn eines Lichtstrahls, der sich in
einer gekriimmten Raumzeit ausbreitet, eine Nullgeodite ist und der Polarisations-
vektor entlang der Bahn paralleltransportiert wird.

I

2.6 Sobolev-Riaume und Skalengrad

Unsere Uberlegungen zur Analyse von Singularititen gingen davon aus, daB der
Abfall der Fouriertransformierten im Unendlichen Aufschluf} iiber die Singula-
ritdten einer Distribution gibt. Eine feinere Klassifikation der Stirke von Singula-
ritdten erreicht man, indem man nicht nur untersucht, ob und in welchen Richtun-
gen die Fouriertransformierte schnell abfillt, sondern auch, wie schnell sie abfillt.
Dies fiihrt zum Begriff der Sobolev-Riume:
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Definition 2.18. Wir sagen, u € D’(R") liege im Sobolev-Raum H*(R"), s € R,
wenn gilt:

[P0+ gy are < .

Dieses Konzept 146t sich lokalisieren:

Definition 2.19. Sei « € D'(X), X C R” offen. Wir nennen u € H?®(X) bei
zg € X, kurz u € H*(zp), wenn es eine Funktion y € C§°(X), y(zo) # 0, gibt,
so da3

[ @R+ iy i < ox.

Uber einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M sagen wir u € H*(M) bei
zo € M, wenn es fiir jede Karte ¢ : U — V, 2 € U, eine Funktion y € C°(U)
gibt, so daB x(zo) # 0 und (o~ 1)*(yu) € H*(V).

Esistu € Hf (M), wennu € H*(x) fiir alle 2 € M.

Es besteht der folgende Zusammenhang zwischen Sobolev-Riaumen und Dif-
ferenzierbarkeit:

Satz 2.18. Sei v € D'(X), v € X C R"™ Dann liegt u genau dann in H*(x) fiir
alle s € R, wenn x ¢ singsupp u. Ist u € H*(z) und s — 5> k€ N dannistu
k-mal stetig differenzierbar in x.

Das Konzept 146t sich noch weiter verfeinern, und man kann eine H*®-Wellen-
frontmenge definieren:

Definition 2.20. Wir sagen, eine Distribution « liege im lokalen Sobolev-Raum
H? bei (z,€) € T"M \ 0, kurz w € H?(x,£), wenn sich u schreiben 146t als
w=1uy + ug, sodab uy € H*(x)und (2,&) ¢ WF(uz).

Satz 2.19. Eine Distribution w € D'(X) ist in H?(x,£) genau dann, wenn es eine
Funktion x € C5°(X) gibt, x(z) # 0, so dafs

[T+ e < o,
wobei sich das Integral tiber eine konische Umgebung I' > & erstreckt.

Definition 2.21. Die H*-Wellenfrontmenge von u € D’(X) ist die Menge

WF*(u) = {(2,£) € T"M\ 0| u ¢ H* bei (z,) .
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Man kann zeigen, dal Satz 2.10 iiber die Ausbreitung von Singularititen auch
fiir diese H *-Wellenfrontmenge gilt. Ebenso gilt analog zu Satz 2.9:

WE?*(u) = ﬂ char A.
Au€H(X)

Der Durchschnitt wird iiber alle Pseudodifferentialoperatoren A € L°(X) gebildet,
sodaB Au € H*(X).

Auch die Polarisationsmenge 14t sich in diesem Sinne verallgemeinern:

Definition 2.22. Die H°-Polarisationsmenge einer Distribution v € D'(X,CV)
ist die Menge

W. ]fol(u): ﬂ NA?

AueH*(X)

Na={(z,&w) € (T*X\0) x CV |w € Kerop(A)(z,8)},

wobei der Durchschnitt iiber alle 1 x /V-Systeme von Pseudodifferentialoperatoren
A € L°(X)N gebildet wird, so daB Au € H*(X).

Wie im C*°-Fall gilt 71 o (WE, ,(u)) = WF* (u).

Auch der Satz iiber die Ausbreitung von Singularititen vektorwertiger Distri-
butionen gilt fiir diese H *-Polarisationsmenge [Ger83].

Sind zwei Distributionen hinreichend regulir, so kann man ihr Produkt definie-
ren, auch ohne daf3 ihre Wellenfrontmengen die in Satz 2.12 angegebene Bedin-
gung erfiillen [Obe86]:

Satz 2.20. Seien u; € H;' (R"), i = 1,2, mit sy + s > 0. Dann existiert ihr
Produkt vy - us.

Allgemeiner gilt fiir uy, uy € D'(M): Gibt es fiir jeden Punkt (z,§) € T*M
zwei reelle Zahlen si, sy mit s1 + s3 > 0, so daf (z,&) ¢ WF*' (uy) sowie
(x, =€) ¢ WIE*2(uy), dann existiert das Produkt u; - us.

In der physikalischen Literatur wird die Stirke einer Singularitdt meist durch
den Skalengrad der Distribution charakterisiert [Ste71, Pra97]:

Definition 2.23. Eine Distribution v € D’(R”) hat den Skalengrad § bei « = 0,
wenn

§=inf{6" € R| X\ u(rz) 229 0 im Sinne von Distributionen}.

Die skalierte Distribution u(Az) ist dabei wie eine Funktion notiert. In korrekter
Notation meint sie die Distribution u : ¢ — A™"u(¢y-1) mit ¢y—1(2) = ¢(5).

Wir bezeichnen § mit scal deg () und definieren die singuldre Ordnung von u:
sing ord(u) := [§] — n. ([] ist die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich §.)
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Wir fassen einige Eigenschaften des Skalengrades zusammen:
Satz 2.21. Sei u € D'(R™), scal deg(u) = 6, und o ein Multiindex.
1. scaldeg(z®u) =9 — |a].
2. scaldeg(0%u) = § + |a].
3. Fiir ¢ € D(R"™) istscal deg(¢) < 0,scal deg(pu) < 6.
4. scaldeg(u; @ ug) = 01 4 2, wenn scaldeg(u;) =46;, i=1,2.

Beispiel 2.9. Die Distribution § € D’(R") erfiillt §(Az) = |A|7"(z). Der Ska-
lengrad von ¢ ist also n, die singulidre Ordnung Null. Der Skalengrad von D§ ist
|| + n. Die singulédre Ordnung ist |«

2.7 Skalarprodukte vektorwertiger Distributionen

Fiir glatte vektorwertige Funktionen u, v € C>(R™)" definiert eine Bilinearform

N
Fu)@) = Y wila) Fy(@)vy()

mit einer Matrix von glatten Funktionen F;; € C*(R") stets eine wohldefinierte
Funktion f(u,v) € C*°(R™). Es ist nun naheliegend zu fragen, auf welche Distri-
butionen ein solches Produkt verallgemeinert werden kann.

Klar ist, daf} das Produkt existiert, wenn die Distributionen so regulér sind, daf3
das Produkt komponentenweise definiert werden kann: Sind u,v € (H*(R™)N
mit s > 0, dann existieren die komponentenweisen Produkte. Ebenso ist das der
Fall, wenn es fiir jeden Punkt (z,£) € T*R" \ 0 zwei Zahlen sq, s, € R gibt mit
s1+ 52 > 0,s0dabB (z,&) ¢ WF* (u) und (z, —&) ¢ WE*2(v).

Es ist aber zu erwarten, dal das Produkt auch existieren kann, wenn in den
Punkten, die diese Bedingung nicht erfiillen, die Richtungen der stédrksten Singu-
laritdten im Sinne der Bilinearform senkrecht aufeinander stehen, also

fiir alle (z, (—1)'¢; w;) € WF (u;).

pol

In der Literatur scheinen solche Produkte bisher wenig Beachtung gefunden
zu haben, das einzige bekannte Resultat beschéftigt sich mit der Ausdehnung des
Produktes auf die folgenden Rdume von Distributionen [Nat89]:

Definition 2.24. Fiir A € (L™)M*N gei

Wioe(As5,1) := {u € (Hip (RN | Au € (Hf, (R")M}.
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Definition 2.25. Seien A; € (L™)™*N i = 1,2. Die bilineare Abbildung f
heiit (Ay, Ay)-kompatibel, falls es zwei M x N-Matrizen p; (z, £), p2(z, ) gibt,
so daf3

F(z) = ‘pa(,€)op(A2)(2,6) + op (A1) (2, —§)p1(,6)

fiir alle (z,&) € T*R™\ 0.
Lassen sich die Matrizen homogen in £ vom Grad —m; bzw. —my wihlen, so
heilt f regulir (A, As)-kompatibel.

Satz 2.22. Sei f eine regulir (A1, Az)-kompatible Bilinearform. Seien s;, t; fiir
1 = 1,2 reelle Zahlen, fiir die gilt: s; < t; + m; < s;+ 1, 81 +ta+mg >0
und sy + t1 + my > 0. Dann ldgf3t sich f stetig zu einer Bilinearform auf dem
Raum Wigo (A1 s1,t1) X Wige(Aa; 89, L) mit Werten in H] . ausdehnen. Dabei ist

T:inf<81782781—|—82—%—6),6>0.

Die Forderung, da f (A;, Az)-kompatibel ist, erscheint natiirlich, denn sie
impliziert die Eigenschaft (2.4) fiir alle w; € Ker(op(4;)(z, (—1)%)), wie man
leicht sieht. Beide Bedingungen sind sogar dquivalent. Es gibt jedoch Beispiele
von Distributionen, die diese Bedingung erfiillen, aber nicht multiplizierbar sind.
Die Forderung, dafl f reguldr (A;, A;)-kompatibel sein soll, ist also eine echte
Einschriankung. Fiir bestimmte Operatoren A, A kann man aber zeigen, daf} je-
de kompatible Bilinearform automatisch regulédr kompatibel ist, zum Beispiel fiir
Differentialoperatoren erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Wir formulieren das obige Resultat fiir solche Operatoren in einer schwécheren
Form, die fiir unsere Zwecke ausreicht:

Corollar 2.23. Seien Ay, Ay € L™(X)M*N zwei Differentialoperatoren erster
Ordnung mit konstanten Koeffizienten und w, , us € D' (X, cN ) zwei vektorwertige
Distributionen, so daf} es zwei reelle Zahlen sy, so gibt mit s + so = 0 und u; €
H*=¢ ¥e > 0. Auferdem soll gelten: WF! (u;) = ﬂjj\il Na,, 1= 1,2, Ay ist
hierbei die j-te Zeile des Operators A;.

Gilt weiterhin 3 F;j (v)w1;w2; = 0 fiir alle w; € WE (u;) (2, (—1)%€) iiber
allen Punkten (z, (—1)'€), fiir die es keine t1,t, € R gibt mit t; + t; > 0, so dafs
(z,(=1)'€) ¢ WF" (u;), dann existiert ihr Produkt f(uy,us) € D'(X).

Mit anderen Worten: Sind u; und 5 zwei Distributionen, deren Polarisations-
menge der Durchschnitt der Mengen N 4,, furendlich viele ,,harmlose® Operatoren
A;; mit A;;u; = 0 ist und die ,,fast” das Sobolev-Kriterium fiir die Multiplizier-
barkeit erfiillen, weil u; € H®*~¢° mit s; + s = 0, dann existiert ihr Produkt
f(u1,uz), wenn iiber den kritischen Punkten alle Polarisationsvektoren im Sinne
von f senkrecht aufeinander stehen.



Kapitel 3

Quantenfeldtheorie in
gekrimmter Raumzeit

Um in einer gekrimmten Raumzeit Quantenfeldtheorien formulieren zu konnen,
ist es notig, einige vertraute Hilfsmittel der Quantisierung im Minkowskiraum
aufzugeben. Zum Beispiel steht keine (globale) Fouriertransformation mehr zur
Verfiigung, die im iiblichen Zugang im Minkowskiraum zur Unterscheidung von
Losungen positiver und negativer Frequenz, also zur Auszeichnung des Einteil-
chenhilbertraumes fiihrt.

Tatséchlich hat das Fehlen der Poincaré-Invarianz zur Folge, dal} es im allge-
meinen gar keinen ausgezeichneten Vakuumzustand gibt, der im Minkowskiraum
ja gerade durch seine Invarianz unter Poincaré-Transformationen sowie die Spek-
trumsbedingung ausgezeichnet ist. Dies fiihrt dazu, daf} in gekriimmter Raumzeit
eine Interpretation der Quantenfeldtheorie als Theorie von Elementarteilchen nicht
ohne weiteres moglich ist.

Der adidquate Zugang, der zumindest einige der technischen Probleme um-
geht, ist der der algebraischen Quantenfeldtheorie. Hier baut die Theorie nicht auf
den Feldoperatoren in einem gegebenen Hilbertraum auf, sondern auf den abstrak-
ten Algebren, die von ihnen erzeugt werden. Somit wird es moglich, alle a prio-
ri gleichberechtigten Darstellungen der Theorie gleichermaflien zu behandeln. Im
Nachhinein muf3 dann ein Analogon zur Spektrumsbedingung formuliert und so
eine Klasse von physikalischen Zustinden ausgezeichnet werden.

Der erste Abschnitt dieses Kapitels gibt eine kurze Einfiihrung in die Konzepte
der algebraischen Quantenfeldtheorie. Anschliefend wenden wir uns den beiden
einfachsten Modellen zu, die wir in dieser Arbeit untersuchen wollen: dem freien
Klein-Gordon-Feld sowie dem freien Dirac-Feld. Im letzten Abschnitt werden wir
dann die Zustidnde charakterisieren, die als physikalisch relevant angesehen wer-
den: die Hadamard-Zusténde.

Als allgemeine Literatur zu dem Thema dieses Kapitels dienen die Lehrbiicher
[BDS82, Ful89, Wal94].

38
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3.1 Der algebraische Zugang zur Quantenfeldtheorie

Auch die algebraische Quantenfeldtheorie wurde urspriinglich fiir den Minkow-
skiraum formuliert und geht auf eine Arbeit von Haag und Kastler zurtick [HK64],
siehe auch das Lehrbuch [Haa96]. Eine Verallgemeinerung auf beliebige Lorentz-
Mannigfaltigkeiten wurde von Dimock vorgeschlagen [Dim80].

Das fundamentale Objekt eines quantenfeldtheoretischen Modells in der Sicht-
weise der algebraischen Quantenfeldtheorieist ein Netz von C'*-Algebren: jeder re-
lativ kompakten offenen Teilmenge (O unserer Raumzeit M wird eine C*-Algebra
A(O) zugewiesen:

0 — A(0).

Man interpretiert A((Q) als die Algebra der in dem Gebiet O mefibaren physikali-
schen Grofen.

Die quasilokale Algebra ist die Vereinigung all dieser Algebren, genauer ihr
C*-induktiver Limes: A = | J, A(O).

Damit ein solches Netz tatsdchlich eine physikalische Theorie beschreibt, muf3
es einigen Axiomen geniigen, deren physikalische Interpretation offensichtlich ist:

1. Isotonie:

01 C 02 = ./4(01) C ./4(02)

2. Primitivitét: A besitzt eine treue irreduzible Darstellung.
3. Lokalitdt: Fiir raumartig getrennte Oy, Oy ist [[A(Oy), A(O3)] = {0}.

4. Kausalitit: Ist (; kausal abhidngig von O, also O; C D(O,), dann ist
A(Oy1) C A(O7).

5. Kovarianz: Fiir jede Isometrie x : (M,g) — (M, g) der Raumzeit gibt
es einen Isomorphismus «,, : A — A, so daB «a,(A(O)) = A(x(O)).
AuBerdem soll gelten: a;y = td und av;, 0 vy = Qg iok, -

Zusitzlich werden vielfach einige technische Forderungen an die lokalen Algebren
gestellt.

Ein Zustand auf einer Observablenalgebra ist ein lineares Funktional w : A —
C, das normiertist: w(1) = 1, sowie positiv:w(A*A) > 0VA € A. Die Wahl eines
Zustandes 1aBt sich so interpretieren, dal jeder Observablen ein Erwartungswert
zugewiesen wird.

Nicht alle Zusténde auf einer Observablenalgebra sind physikalisch akzepta-
bel. Im Minkowskiraum verlangt man, daf es einen Vakuumzustand gibt, der die
Spektrumsbedingung erfiillt. In einer gekriimmten Raumzeit 1463t sich diese Bedin-
gung so nicht formulieren, und man muf} die physikalisch relevanten Zustdnde auf
eine andere Weise charakterisieren. Wir kommen darauf in Abschnitt 3.4 zuriick.
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Der Zusammenhang mit dem {iiblichen Zugang zur Quantenfeldtheorie als
Theorie von Operatoren auf einem Hilbertraum wird durch die GNS-Konstruktion
hergestellt:

Satz 3.1. Sei w ein Zustand auf einer C*-Algebra A. Dann existiert ein GNS-
Tripel (H,w, ), bestehend aus einem Hilbertraum H, einem Vektor Q € H und
einer Darstellung © von A durch beschriinkte Operatoren auf H, so daf3

I <Qm(A)Q>=w(A) VA€ A
2. m(A)Qist dicht in H, das heifit S ist zyklisch.
Das GNS-Tripel ist bis auf unitiire Aquivalenz eindeutig bestimmt.

Ist umgekehrt ein Hilbertraum 7 mit einer Darstellung von A gegeben, dann
definiert jeder Vektor und jede Dichtematrix in H einen Zustand auf .4, indem die
Erwartungswerte der Operatoren gebildet werden, durch welche die Elemente der
Algebra dargestellt werden.

3.2 Das freie Klein-Gordon-Feld

Das einfachste Beispiel einer Quantenfeldtheorie ist das freie, skalare Feld, das
durch die Feldgleichung

(@ +m*)e =0,

die Klein-Gordon-Gleichung, charakterisiert wird. Dabei ist O := ¢#"V ,V,, der
zur Metrik g gehorende Laplace-Beltrami-Operator und m: eine positive reelle Kon-
stante.

Aufgrund der globalen Hyperbolizitit der Raumzeit gibt es eindeutige retar-
dierte und avancierte Fundamentalldsungen fiir den Operator 0 + m?, das heiBt
Operatoren AT : D(M) — C> (M), so daB

O+ mHAT = AT O+ m?) =1

und supp(A* f) C J*(supp f). Wir definieren A := AT — A~. Weiterhin iden-
tifizieren wir A mit der Distribution

A: (L) Alfg) = [ F@)39)@)du(o)

analog fir AT und A~

Wir betrachten nun die *-Algebra .4, die von den Symbolen ¢(f), f € D(M),
und dem Einselement 1 erzeugt wird, so daf3

1. die Abbildung f — ¢(f) linear ist,
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2. 6(f)" = ().
3. ¢((@+m?)f) =0,

4. [6(f); ¢(9)) = iA(f,9)-1 VS, g € D(M).

Die lokalen Algebren A(Q) fiir relativ kompakte, offene O C M definiert
man als die von den Elementen ¢( f), f € D(0O), erzeugten Unteralgebren.

Man interpretiert ¢ als operatorwertige Distribution, das heifit fiir jede Test-
funktion f € D(M) soll ¢( f) durch einen Operator auf einem Hilbertraum darge-
stellt werden. Auf diese Weise wird der Zusammenhang zum tiblichen Wightman-
Formalismus deutlich. Diese Algebra besitzt jedoch leider keine C*-Norm, was
daran liegt, da} die Vertauschungsrelationen keine Darstellung durch beschrinkte
Operatoren zulassen. Um tatséchlich ein Netz von C*-Algebren zu erhalten, be-
trachtet man die Algebra der exponentierten Feldoperatoren W (f) = ¢'*(/), die
Weyl-Algebra.

Ein Zustand auf A wird eindeutig festgelegt durch seine n-Punkt-Funktionen
Wn, n € N:

wn(flv .- 7fn) = w((b(fl) .- (b(fn))

Wir betrachten nur Zustinde, deren n-Punkt-Funktionen Distributionen sind.
Da wir uns bewufit sind, da} es sich um Distributionen handelt, konnen wir ohne
Schaden den iiblichen Begriff n-Punkt-Funktionen beibehalten.

Wir beschrinken uns weiter auf quasifreie Zustiande. Dies sind Zusténde, die
durch ihre Zweipunktfunktion A = w, festgelegt sind: Alle n-Punkt-Funktionen
mit ungeradem » sollen verschwinden, fiir die {ibrigen gelte

w?n(flv .. '7f2n) = ZHA(fU(j)vfcr(j—l—n))7 UAS N7

o 7=1

wobei die Summe iiber alle Permutationen o von {1,...,2n} mito(1) < 0(2) <
- <o(m)undo(j) < o(j+n), j=1,...,n,lduft.

Die Angabe einer Zweipunktfunktion A € D’'(M x M) fiihrt also zu einer
vollstandigen Charakterisierung der Theorie. Damit sie aber wirklich einen Zu-
stand auf A definiert, muB} sie die folgenden Axiome erfiillen:

1. A(f,9) = Alg, ).
2. A(f, f) >0,
3. ImA(f,9) = $A(f, 9).

4 MO+ m) f.g) = A, (O+ m?)g) =0 ¥f.g € DM).
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Es zeigt sich, dal nicht alle solche Distributionen A zu physikalisch akzepta-
blen Zusténden fiihren, sondern man muf} weitere Einschrinkungen machen, die
wir in Abschnitt 3.4 besprechen werden.

AuBer der Zweipunktfunktion spielt auch der Feynman-Propagator eine wich-
tige Rolle:

Definition 3.1. Der Feynmanpropagator eines Zustands w des Klein-Gordon-Fel-
des mit der Zweipunktfunktion A ist die Distribution

wr = 1A+ AT,

Wihrend die Zweipunktfunktion Losung der Klein-Gordon-Gleichung in bei-
den Eintrédgen ist, gilt fiir den Feynmanpropagator wie auch fiir die Distributionen
A*:

(Op +m*)wr (2, y) = (Oy +m*)wr (2, y) = 62, y).

3.3 Das freie Dirac-Feld

Wir wenden uns nun der Quantisierung des freien Dirac-Feldes auf einer global hy-
perbolischen Raumzeit zu, wie sie zuerst von Dimock angegeben wurde [Dim82].
Die Darstellung ist zum groflen Teil an die Arbeit von Verch angelehnt [Ver96],
unter Verwendung von [Hol98, Koe95, Wel97].

Dirac-Gleichung in gekriimmter Raumzeit

Wir definieren den Dirac-Operator ¥/ auf dem Raum der glatten Spinor- und
Kospinorfelder als Anwendung der kovarianten Ableitung V, gefolgt von einer
Kontraktion mit +. Fiir ein Spinorfeld v € I'(M, DM) und ein Kospinorfeld
v € I'(M, D*M) gilt also in lokalen Basen:

Yu = ~*Vou=7"0.u+ oqu),
Yo = (Vau)y" = (0,0 —vo, )y,

wobei die Spinorindizes wieder unterdriickt wurden.
Der Dirac-Operator vertauscht mit der Dirac-Konjugation, es gilt also

(Yu)t = ¥ (ut), uwel(M,DM).
Die Dirac-Gleichung lautet fiir Spinor- und Kospinorfelder u bzw. v:

(=¥ +m)u = 0,
(X +m)v = 0,

mit einer reellen Konstanten m.
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Ein Spinorfeld « ist genau dann eine Losung der Diracgleichung, wenn der
adjungierte Spinor 1 eine Losung der adjungierten Diracgleichung ist.

Der Dirac-Operator erfiillt die folgende wichtige Identitit von Lichnerowicz
[Lic64]:

(=¥ +m)(i¥ +m)u= (0~ %RJF m*u, uwel(M,DM). 3.1

Hierbeiist 0 = ¢#*V, V, der spinorielle Wellenoperator und R der zur Metrik
gehorige Kriimmungsskalar. Den Operator (O — iR + m?) bezeichnet man auch
als spinoriellen Klein-Gordon-Operator.

Um zu beweisen, daB ¥'¥' = O — LR, vertauscht man zuniichst die Gamma-
matrizen:

1 1
KX = 50" ViV 997V V0) = 59"y ViV = Vi V) + gV, V4,

und sieht bereits den Term [J. Ersetzt man jetzt den Kommutator der Ableitungen
durch den Kriimmungstensor des Dirac-Biindels und beachtet, da3 man nach Glei-
chung (1.4) den mit zwei Gammamatrizen kontrahierten Kriimmungstensor durch
den halben Kriimmungsskalar ersetzen darf, so erhédlt man die gewiinschte Glei-
chung.

Zu beachten ist, dafl bei Anwesenheit von Kriimmung nur der Hauptteil von [
diagonalisiert, und es treten nichtdiagonale Terme auf:

O = 0"V (0 + 0p) = 1°°0,0p + 1°°(0a03) + 10, + . ..

Losungen der Dirac-Gleichung

Nun untersuchen wir die klassischen Losungen der Dirac-Gleichung in einer global
hyperbolischen Raumzeit M. Nach Dimock besitzt der Dirac-Operator in einer
solchen Raumzeit eindeutige Fundamentallosungen:

Satz 3.2. Der Dirac-Operator (—i ¥ + m) auf T'(M, DM) hat eindeutige retar-
dierte und avancierte Fundamentallosungen ST : T'o(M, DM) — T'(M, DM)
mit

(=N +m)St=5H—i¥ +m)=1 auf [y(M,DM)
und supp(S* f) C J*(supp(f))-

Analog besitzt der Operator (1 X +m) auf I'(M, D"M) eindeutige retardierte
und avancierte Fundamentallosungen Sy : I'o(M, D’M) — I'(M, D*M), so

daf
(X +m)Sy =5:(i¥ +m)=1 auf Top(M, DM)

und supp(Sz f) C J*(supp(f))-
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Fiir den Beweis nutzt man die Identitit von Lichnerowicz aus: Der spinorielle
Klein-Gordon-Operator (1 — + R + m? ist in fiihrender Ordnung diagonal und hy-
perbolisch und besitzt somit nach einem Theorem von Leray eindeutige retardierte
und avancierte Fundamentallgsungen E*. Man definiert S* = (i ¥’ + m) E* und
zeigt, da3 diese die geforderten Eigenschaften haben.

Speziell im Minkowskiraum reduziert sich der spinorielle Klein-Gordon-Ope-
rator auf den gewohnlichen Klein-Gordon-Operator, und es ist ¥ = (A% @ 1).
A% sind wieder die Fundamentallosungen des Klein-Gordon-Operators (] 4 m2.

Die Differenz S = ST — S~ von retardierter und avancierter Fundamen-
tallésung nennen wir den Dirac-Propagator fiir Spinoren. Entsprechend ist der
Dirac-Propagator fiir Kospinoren definiert als Sy = 54 — S_.

Es gilt: Syut = (Su)* fir u € I'(M, DM), analog fiir Kospinorfelder v:
S U+ = (Sﬁv)"'.

Die Fundamentallosungen S, ST kénnen wir mit den Distributionen S, S* ¢
['(M, DMK D*M) identifizieren, indem wir setzen:

S(o, u) = / < o(z), Sule) > du(z), v e (M, DM), u € [(M, DM).
Analogist Sy € I'( M, DM X DM):

Sy(u,v) = / < Syv(z), u(z) > dp(z).
Zwischen diesen Distributionen besteht der folgende Zusammenhang:
Sy(u,v) = =9(v,u). (3.2)

Wihrend S und Sy Losungen der Dirac-Gleichung in beiden Eintrégen sind,
gilt fiir die retardierte und avancierte Fundamentallosung:

[(—i¥, +m) @ 1]5% (2, y) = 1@ (i ¥, +m)]5* (2, y) = §(z,y) - 1.
Nun zeigt man mit Hilfe der Propagatoren, dal das Cauchy-Problem fiir die
Dirac-Gleichung wohldefiniert ist:

Satz 3.3. Sei ¥ C M eine Cauchyfiiche und ug € I'g(X, DMy). Dann existiert
ein eindeutiges u € I'(M, DM), so daf3

(=¥ +m)u=0 und ulyx = uo.
Aufserdem gilt fiir den Trdger von u.:
supp(u) C J* (supp(uo)) U J ™ (supp(uo))-
Eine analoge Aussage gilt fiir Kospinorfelder.

Auch diesen Satz beweist man, indem man zunichst fiir den spinoriellen Klein-
Gordon-Operator globale Losungen des Cauchy-Problems konstruiert. Die An-
wendung des adjungierten Dirac-Operators auf geeignete Losungen ergibt dann
die gesuchten Losungen des Cauchy-Problems fiir die Dirac-Gleichung.
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Quantisierung

Wir wollen jetzt die Quantisierung durchfiihren, also den Losungen der Dirac-
Gleichung ein Netz von Feldalgebren zuordnen, in dem die kanonischen Antiver-
tauschungsrelationen erfiillt sind.

Wir definieren den Raum K wie folgt:
K = (Do(M, DM) & To(M, DM))/ Ker(S & Sy)
und statten ihn mit dem folgenden Skalarprodukt (-, -) : £ x £ — C aus:
([ur @ v1], [ug @ va]) := —iS (u], ug) + iSy(v], va).
Die Dirac-Konjugation liefert uns auf K eine Involution I':
I'u&v) = vt e ut.
I ist antilinear, und es ist I'> = 1. AuBerdem gilt wegen Gleichung (3.2):

(fi, fo) = (L fa, T f1),

das heif3t I ist eine Antiisometrie.

In [Ver96] wird gezeigt, dal der Raum A mittels der Abbildung [u & v] —
(Su & Syv)|x mit dem Raum aller Anfangswerte auf einer beliebigen Cauchy-
Hyperfldche X identifiziert werden kann:

K= FO(E7 DME) S FO(E7 D*ME)7
versehen mit dem Skalarprodukt:

(w1 B vy, ug b vg) =
/E (< uf (@), (hu)(2) > + < (fwz)(2), v (2) >) dus(z).

Hierbei ist n das vorwértsgerichtete Einheitsnormalenvektorfeld auf > und duy,
das auf ¥ induzierte Volumenelement.

Nach Araki existiert nun zu diesen Daten eine CAR-Algebra [Ara70]:

Satz 3.4. Sei K ein Prdhilbertraum und 1" eine antiunitdre Involution auf K. Dann
gibt es (bis auf C*-algebraische Aquivalenz) genau eine C*-Algebra CAR(K, T),
die von den Elementen B(f), f € K, und dem Einselement 1 erzeugt wird mit den
Relationen

—  B(f) linear,
B(f)* = B{If) Vfek,
{B(fl)vB(f2)} = (Ff17f2)‘1 thfQEIC.
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Die lokalen Algebren F (Q) fiir offene, relativ kompakte O C M sind definiert
als die von den Elementen B(f), supp f C O, erzeugten Unteralgebren. Dieses
Netz O — F(O) von Feldalgebren ist noch nicht das lokale Netz der Observa-
blenalgebren, weil die Algebren fiir raumartig getrennte Gebiete nicht kommutie-
ren. Wir konnen dies beheben, indem wir zu Unteralgebren iibergehen:

Die lokalen Observablenalgebren .A((Q) sind definiert als die geraden Anteile
der Algebren F(Q), das heifit sie werden erzeugt von den Elementen der Form
B(f)*B(g) € F(O). Auf diese Weise erhalten wir das Netz der lokalen Observa-
blenalgebren O — .A(©). Man kann nun leicht zeigen, daf die lokalen Algebren
von raumartig getrennten Gebieten kommutieren.

An dieser Stelle lohnt es sich, kurz innezuhalten und sich die Eindeutigkeit
dieser Konstruktion zu vergegenwirtigen. Fiir die CAR-Algebren gilt folgender
Satz [Ara70]:

Satz 3.5. Ist U eine Isometrie auf K, die mit der Involution I vertauscht, dann
existiert ein *-Automorphismus oy der CAR-Algebra, so daf; gilt:

ay(B(f)) = B(UJ),
genannt der zu U gehorige Bogoliubov-Automorphismus.

Wir haben in Kapitel 1 gesehen, daf unterschiedliche Darstellungen der Clif-
ford-Algebra zu einem solchen Automorphismus des Dirac-Biindels fiithren und
damit zu einer Isometrie auf K. Ebenso fiihrt eine andere Wahl der Cauchyfldche
sowie einer anderen (dquivalenten) Spinstruktur zu einer solchen Isometrie. Die
resultierende CAR-Algebra ist jedoch bis auf Isomorphie unabhéngig von diesen
Freiheiten in der Konstruktion.

Zustande

Wir kommen jetzt zur Untersuchung von quasifreien Zustidnden auf unserer CAR-
Algebra. Ein Zustand w auf CAR(K, I') heift quasifrei, wenn fiir alle n € N gilt:

w(B(f1) ... B(fan41)) = 0,

n

n(n—1
W(B(f1)---B(f2)) = (=1)"2 > sgn(o) [[wB(fr)B(foii+n)):
g 7=1
wobei sich die Summe iiber alle Permutationen ¢ von {1,...,2n} erstreckt, so

daBo(l) < 0(2) < ---<o(n)undo(j) < o(j+mn), j=1,...,n. sgn(o) ist
+1(—1), wenn o eine gerade (ungerade) Permutation ist.

Man kann zeigen, dal w genau dann ein Zustand auf CAR(K, I') ist, wenn es
einen beschrinkten linearen Operator P auf K gibt, so daf gilt:

w(B(f)*Bl(g)) = (f,Pg), fgeKX, (3.3)
1>P* = P>0,
P+TPT = 1.
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Umgekehrt definiert ein solcher Operator durch (3.3) einen quasifreien Zustand.
Ein Zustand ist genau dann ein reiner Zustand, wenn der zugehorige Operator P
eine Projektion ist, also zusitzlich gilt, daB P> = P. Eine solche Projektion heift
dann Basisprojektion.

Fiir solche Zustédnde konnen wir direkt eine Fockraumdarstellung konstruieren:

P projiziert auf den Einteilchenhilbertraum # := PK, interpretiert als Raum
der Zustinde mit einzelnen Teilchen oder Antiteilchen. Im Minkowskiraum wihlt
man die Basisprojektion so, daf / der Raum der Losungen positiver Frequenz
ist, in einer allgemeinen Raumzeit ist aber zunéchst keine der Projektionen ausge-
zeichnet.

Der antisymmetrische Fockraum iiber # ist der Raum

FH) =P N\ .

Der Vakuumzustand ist 2 = (1,0,0,...).
Auf F,(H) wirken die Erzeugungsoperatoren a*( f), f € H:

(@ (f)®)n =Vn(fAbno1), &= Budn € Fu(H),

und die Vernichtungsoperatoren a( f), f € 7. Sie sind so definiert, daf fiir Vekto-
ren der Form ¢, = f1 A --- A f, gilt:

(@(H)D)nr =V Y (Ffi) LA NN A fo,
=1

und so daf3 das Vakuum vernichtet wird: a(f)Q2 = 0.
Sie erfiillen die Antivertauschungsrelationen

{a(f),a™(9)} = (f9)-1.

Die Elemente B(f) der abstrakten CAR-Algebra werden nun dargestellt als
Kombination von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

7p(B(f)) = a(PT) + a*(P]).

Die Forderung, daf8 =p eine Darstellung ist, legt dann alle 7p(A), A € A, fest.
Man iiberpriift leicht, dal 7p die *-Struktur und die Antivertauschungsrelationen
erhilt.

Der zu der Wahl der Basisprojektion P gehorige Zustand wp auf A ist gegeben
durch

wp(A) =< Q,mp(A)Q >, AcA,

< -,- > bezeichnet das Skalarprodukt im Fockraum.
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Die Zweipunktfunktion des Zustandes ist dann:

wa(f1, f2) =< Qmp(B(f1)B(f2))Q >= (I'f1, Pf2)
und ist eine Distributionw, € ['(M, D*M K D*M).
Wir definieren die Feldoperatoren fiir Teilchen und Antiteilchen wie folgt:
Y(v)=7p(BO& ), () =rp(Blud0)),

u € T'(M, DM),v € T(M, D*M). Dies sind operatorwertige Distributionen mit
Werten in DM bzw. D*M und Losungen der Dirac-Gleichung bzw. der adjungier-
ten Dirac-Gleichung:

(—i¥ +m)=0= (¥ +m)i.
Die Zweipunktfunktion ist dann
wh(v,u) == w((v)d(n), wTeD'(Mx M, DMEDM).
Sie ist Losung der Dirac-Gleichung in beiden Eintrdgen:
(=¥ +m)@ 1w =[1@ (i} +m)]w’ =0.

Der Antikommutator der Felder lautet
{(v), P(u)} = —iS (v, u).

SchlieBlich definieren wir auch fiir einen Zustand des freien Dirac-Feldes den
Feynman-Propagator:

Sp = iwT + 5T,
Anwendung des Dirac-Operators auf den Feynmanpropagator ergibt:

[(=i¥. +m) @ 1] Sp(e,y) = [L@ (¥, +m)] Sp(z,y) = d(z,y) - 1.

3.4 Hadamard-Zustinde

Die obigen Konstruktionen lassen natiirlich noch eine Vielzahl verschiedener Dar-
stellungen der Observablenalgebren zu, die nicht alle physikalisch relevant sein
konnen. Wir werden nun eine Klasse von quasifreien Zustidnden auszeichnen, die
Kandidaten fiir Zustinde mit guten physikalischen Eigenschaften sind. Dies sind
die sogenannten Hadamard-Zustdnde.

Im skalaren Fall konnte gezeigt werden, daf3 fiir diese Zustinde der Erwar-
tungswert des Energieimpulstensors definiert werden kann. Dies ist eine stark phy-
sikalisch motivierte Forderung, da man die Riickwirkung des Quantenfeldes auf
die Geometrie mittels der semiklassischen Einstein-Gleichungen

G =87 (1)
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beschreiben mochte.

Die Hadamard-Bedingung wird zunéchst als eine globale Bedingung an die
Zweipunktdistribution eines Zustandes und die Form ihrer Singularitdten formu-
liert. Es konnte aber von Radzikowski gezeigt werden, daf3 sie dquivalent zu einer
lokalen Bedingung an die Wellenfrontmenge der Zweipunktfunktion ist [Rad92].
Dieser lokalen Beschreibung werden wir uns in Kapitel 4 zuwenden.

Klein-Gordon-Feld

DeWitt und Brehme suchten in ihrer grundlegenden Arbeit [DB60] nach Lésungen

der Wellengleichung von einer bestimmten Form, die auch die Zweipunktfunktion

des freien Klein-Gordon-Feldes im Minkowskiraum annimmt. Die Idee ist nun,

dasselbe singulédre Verhalten auch in einer gekriimmten Raumzeit zu verlangen.
Man verlangt, daf3 die Zweipunktfunktion die folgende Form hat:

1 (ulz,y)
Mey) = (U(wyy)

+v<x7y>1n|a<x,y>|+w<w,y>), (3.4)

wobei ¢ der quadratische geoditische Abstand ist und «, v und w glatte Funktio-
nen. u soll so normiert sein, dal u(z,z) = 1, und v und w sollen sich in eine
Potenzreihe in o entwickeln lassen:

v = ivnan, w = iwnan. 3.5)
n=0

n=0

Die Forderung, dafl die Zweipunktfunktion eine Losung der Klein-Gordon-
Gleichung ist, legt die Funktion v = A'/? eindeutig fest, A ist die van-Vleck-
Morette-Determinante

! "VVo(x .
Az, y) = —mdet(—vuvy (z,v))

AuBerdem erhélt man die sogenannten Hadamard-Rekursionsrelationen, die die
Koeffizienten w, und v, eindeutig festlegen, bis auf die freie Wahl von wy, die
der Moglichkeit der Addition einer glatten Losung der Klein-Gordon-Gleichung
entspricht. Die Koeffizienten v, sind aber unabhingig von dieser Wahl. Die Re-
kursionsrelationen lauten:

0 = (n+1)(n+2vap1+ (04 D(Vyvnpn) (Vo)
—%(n + Do, 1 ATHV LAY (Vo) + % O+ m?*) v,y (3.6)

zusammen mit der Randbedingung

(Tun)(¥a) + (1= 307 (T,8)(V40) v+ 5 (O+ m?) A2 =0,
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Diese Charakterisierung einer Hadamard-Distribution ist noch keineswegs pra-
zise. Zum einen ist die Konvergenz der Reihen (3.5) im allgemeinen nur in analyti-
schen Raumzeiten in einem kleinen Radius garantiert. Auch ist ¢ nur in einer kau-
sal normalen Umgebung definiert. Schlieflich definiert (3.4) so gar keine Distribu-
tion, weil % nicht integrabel ist, man bend6tigt also noch eine geeignete ¢-Vorschrift.

Die erste mathematisch prizise Definition eines Hadamard-Zustandes fiir freie
skalare Felder, die diese Probleme beseitigt, wurde von Kay und Wald angegeben
[KWOI1]. Wir wiederholen diese Definition und iibertragen sie anschlieBend auf
das freie Dirac-Feld.

Sei A die Zweipunktfunktion eines Zustandes des freien skalaren Feldes in
einer global hyperbolischen Raumzeit M. Auf der Raumzeit sei eine Zeitorientie-
rung gewihlt, und 7" sei eine globale Zeitfunktion, die zur Zukunft hin anwéchst.

Sei O C M x M eine offene Umgebung der Menge aller kausal verbundenen
Punkte (z,y) € MxM,sodaB.JT (2)NJ~ (y) und J T (y)NJ~ () in einer konvex
normalen Umgebung enthalten sind. In O ist dann das Quadrat des geodétischen
Abstandes, o, wohldefiniert und glatt. Fiir jede ganze Zahl n und ¢ > 0 definieren
wir die Funktion G in O:

1 A1/2(x Y)
T,n = 3 (n) . 2
GE ($7y) 47T2 (U($7y)+2i6t—|—62 +v ($7y)1n (O'(wyy)‘I’Qth‘l‘ﬁ ) .

Hierbei ist ¢t = T'(z) — T'(y), A ist die van-Vleck-Morette-Determinante und
v =3 ;0! ist durch die Hadamard-Rekursionsrelationen bis zur n-ten Ord-
nung festgelegt. In ist der Hauptzweig des Logarithmus.

Sei nun Y eine Cauchyfliche und A eine kausal normale Umgebung von X.
Sei weiterhin (O’ eine Umgebung der Menge der kausal verbundenen Paare von
Punkten in A" x A, so daB ihr AbschluB in O enthalten ist. AuBerdem wiihlen wir
eine N -Regularisierungsfunktion v, also eine glatte, reelle Funktion auf M x M
mit der Eigenschaft x(z, y) = 0, wenn (z,y) ¢ O,und y(z,y) = 1, wenn (z,y) €
0.

Definition 3.2. Wir sagen, der quasifreie Zustand w des freien Klein-Gordon-Fel-
des iiber M sei ein Hadamard-Zustand, wenn es fiir jede natiirliche Zahl n eine
Funktion (") € C™(N x N) gibt, so daB seine Zweipunktfunktion A fiir alle
f, 9 € C5°(N) die folgende Form hat:

Afgy=Tlim [ ()G (e y) + HO () F () g(y)dp()dpy).
e—0 N XN

Fiir weitere Einzelheiten sieche [KW91]. Dort wird auch gezeigt, daf die De-
finition unabhingig von der Cauchyfliche und den Funktionen 7" und Yy ist. Eine
Hadamard-Zweipunktfunktion ist also bereits durch ihr Verhalten in der kausal nor-
malen Umgebung einer Cauchyfldche festgelegt und erfiillt in der Umgebung jeder
anderen Cauchyfldche automatisch die Hadamard-Bedingung.
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Die angegebene Bedingung an die Form der Singularititen der Zweipunktdis-
tribution legt diese bis auf einen glatten Anteil eindeutig fest. Zwei Hadamard-
Distributionen unterscheiden sich also nur um eine glatte Losung der Klein-Gor-
don-Gleichung.

Dirac-Feld

In Analogie zum skalaren Feld definieren wir nun Hadamard-Zusténde fiir das
Dirac-Feld, von denen man erwartet, daB sie physikalisch ebenso relevant sind wie
im skalaren Fall. Wir lehnen uns dabei an die Arbeit von Kohler [Koe95] an, in
der, autbauend auf dem Ansatz von Najmi und Ottewill [NO84], die erste rigorose
Definition solcher Zustidnde gegeben wird.

Wie betrachten einen quasifreien Zustand w des freien Dirac-Feldes iiber einer
global hyperbolischen Raumzeit M. Die Hadamard-Bedingung formulieren wir
wieder als eine Bedingung an die Zweipunktfunktion w.

Wir hatten gesehen, dafl der Dirac-Propagator durch Anwendung des Dirac-
Operators aus dem Propagator fiir die spinorielle Klein-Gordon-Gleichung hervor-
geht. Analog fiihren wir eine Hilfs-Zweipunktfunktion & ein, so daf}

wh =¥V 4+m)e1]a.
Firv € ' M, D*"M) und v € I'(M, DM) gilt also
whv,u) =@ (=i ¥ + m)v,u).

Da w™ eine Losung der Dirac-Gleichung in beiden Eintriigen ist, folgt we-
gen der Identitét von Lichnerowicz, daff & eine zweifache Losung der spinoriellen
Klein-Gordon-Gleichung ist:

(6 tewt)o)on fio (5= tuvm) -0

Fiir den spinoriellen Klein-Gordon-Operator konnen wir nun ebenfalls nach
Losungen suchen, die die Hadamard-Singularitétsstruktur besitzen. Wir fordern,
daf} & wieder von der Form (3.4) ist, wobei jetzt als Koeffizienten glatte Bispinor-
felder @, v, w auftreten.

Das gleiche Vorgehen wie im skalaren Fall fithrt dann auf die spinorielle van-
Vleck-Morette-Determinante

ﬂAB(xvy) - Al/z(xvy)jAB(xvy)v

wobei wieder A die skalare van-Vleck-Morette-Determinante und 7 der Bispinor
des Paralleltransportes ist.

Ebenso erhilt man eine Rekursionsrelation fiir Bispinoren ©,,. Sie haben die
gleiche Form wie fiir den skalaren Fall, nur daf die kovarianten Ableitungen nun
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auf Spinorfelder wirken und statt des skalaren der spinorielle Klein-Gordon-Ope-
rator auftritt:

0 = (n+ 1)(n+2)vapr + (n+ D)(Vyvnp1) (V')
—%(n + D)o 1 ATHV LAY (VEe) + % (D - %R + m2> On, (3.7)

zusammen mit der Randbedingung
1
0 = (Vuv)(VFo) + (1 — §A_1(VMA)(VMO')> Vo

+% (D - %R{—mz) (Al/zj) .

Wir wihlen wieder O wie oben und definieren fiir » € N, ¢ > 0 und eine
globale Zeitfunktion 7’ eine bispinorwertige Funktion glner (O, DMRD*M):

(G5 (@, y) =

1 Al/z(xvy)jAB(xvy)
472 o(x,y)+ 2iet + €2

+ 17(”)AB(QU7 y)In (U(ac, y) + 2uet + 62)) .

Weiterhin wihlen wir wieder A/ und y genauso wie im skalaren Fall und kénnen
definieren:

Definition 3.3. Der quasifreie Zustand w des freien Dirac-Feldes iiber M heift
Hadamardzustand, wenn es fiir jede natiirliche Zahl n eine Funktion H (") ¢
C™"(To(N, D*M) x T'g(N, DM)) gibt, so daBl seine Hilfs-Zweipunktfunktion &
firalle v € T'o(N, D'M), u € T'o(N, DM) die folgende Form hat:

~, : nA n
(v, u) = lim x(z, y)gf gz, y)vA(w)uB(y)d,u(x)d,u(y) + H" (v, u).
e—0 NN
Wie im skalaren Fall ist also der singulédre Anteil der Zweipunktfunktion durch
die Geometrie festgelegt, und ein Hadamard-Zustand ist vollstiandig charakterisiert,
indem man den glatten Anteil von & festlegt.



Kapitel 4

Singularitatsstruktur der
Zweipunktfunktion

Wir wollen nun mit den Methoden der mikrolokalen Analysis die Singularitits-
struktur der Zweipunktfunktionen physikalischer Zustinde analysieren.

Die Wellenfrontmenge einer skalaren Hadamard-Distribution wurde zuerst von
Radzikowski angegeben [Rad92]. Diese lokale Charakterisierung der Hadamard-
Singularitdtenstruktur hat sich im folgenden als duBlerst niitzlich herausgestellt. So
konnte in [Jun95] mit ihrer Hilfe gezeigt werden, da3 zahlreiche schon lidnger be-
kannte und fiir physikalisch relevant gehaltene Zustinde tatsdchlich Hadamard-
Zustinde sind. AuBerdem konnten Hadamard-Zusténde in einer beliebigen global
hyperbolischen Raumzeit konstruiert werden.

In [BFK95] wurde die Bedingung an die Wellenfrontmenge der n-Punkt-Funk-
tionen physikalischer Zustidnde zu einer ,,mikrolokalen Spektrumsbedingung ver-
allgemeinert, die auch auf wechselwirkende Felder anwendbar ist. Der Nutzen die-
ser Bedingung wurde dann in [BF97] unter Beweis gestellt, indem wechselwirken-
de skalare Quantenfeldtheorien in gekriimmter Raumzeit konstruiert wurden und
gezeigt werden konnte, daf§ diese unter den gleichen Voraussetzungen wie im Min-
kowskiraum renormierbar sind.

Wir werden zuerst die Ergebnisse fiir das Klein-Gordon-Feld wiederholen, um
anschlieBend auch fiir die Zweipunktfunktion und den Feynmanpropagator von
Hadamard-Zustdanden des freien Dirac-Feldes die Wellenfront- und Polarisations-
menge zu bestimmen.

4.1 Klein-Gordon-Feld

Wir beginnen mit dem wichtigsten Resultat aus der Dissertation von Radzikowski
[Rad92]:

Theorem 4.1. Ein quasifreier Zustand des Klein-Gordon-Feldes auf einer global
hyperbolischen Raumzeit M ist genau dann ein Hadamard-Zustand, wenn seine

53
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Zweipunktfunktion A die folgende Wellenfrontmenge besitzt:
WE(A) = { (@, y:&,—n) € T(Mx M)\ O (2,8) ~ (y,m), €V ). (4D)

Die Aquivalenzrelation ~ bedeutet dabei, daf3 es eine lichtartige Geodiite ~ gibt,
die x und y verbindet, so dafs & im Punkt x kotangential an ~y ist und n der entlang
der Geodiite paralleltransportierte Vektor bei y, dort ebenfalls kotangential an .
Auf der Diagonale bedeutet (z,£) ~ (x,n), daf3 & lichtartig ist und & = 1.

Den Beweis aus [Koe95], da die Zweipunktfunktion eines Hadamardzustan-
des die angegebene Wellenfrontmenge besitzt, werden wir hier skizzieren, da er
uns auch bei der Ubertragung auf Hadamardzustinde des Dirac-Feldes leiten wird.

Zunichst untersucht man die Zweipunktfunktion im Minkowskiraum:

Satz 4.2. Die Zweipunktfunktion des freien Klein-Gordon-Feldes im Minkowski-
raum hat die Wellenfrontmenge

WFAMY = {(2,;6, - e T*"RYxRY) | 2 £y, (v — y)2 =0,
iz —y), " >0}
U {(2,2;6,-) e T"R" x R"?) |2 =0,£° > 0},

ist also von der Form (4.1).

Der Beweis findet sich bereits in [RS75]. Er beruht im wesentlichen darauf,
daf die Zweipunktfunktion im Minkowskiraum die folgende Fouriertransformierte
besitzt:

AMK (¢ ) = (27) 718 (€ + )8(&0) (€2 — m?).

Die Ubertragung auf eine beliebige global hyperbolische Raumzeit geschieht
nun, indem man die Raumzeit so deformiert, dafl die Metrik in einem Teil der
Raumzeit mit der Minkowski-Metrik tibereinstimmt. Da die Zweipunktfunktion
Losung der Klein-Gordon-Gleichung ist, 146t sich Hormanders Satz iiber die Aus-
breitung von Singularititen anwenden und so das Resultat aus dem Minkowski-
raum auf die gekriimmte Raumezeit {ibertragen.

Die Grundlage fiir diese Deformation der Raumzeit liefert der folgende Satz,
der in etwas stidrkerer Form in [Koe95] bewiesen wird und auf einem Argument
aus [FNW81] basiert:

Satz 4.3. Sei (M, g) eine global hyperbolische Raumzeit und x ein Punkt auf einer
Cauchyfliche 3> C M. Dann existiert eine konvex normale Umgebung U von x und
eine global hyperbolische Raumzeit (M, §) mit den folgenden Eigenschaften:

1. Eine kausal normale Umggllung/\/' von Y in M mit U C N ist isometrisch
zu einer Umgebung N in M, und die Isometrie p : N' — N ist auch eine
Isometrie zwischen X und einer Cauchyfliiche > C N.
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2. Es gibt eine raumartige Hyperfldche S mit Umgebung U in M, so daf g,
eingeschrdnkt auf U, die Minkowski-Metrik ist und p(U) = U C D(U).

Die auf der Umgebung A/ der Cauchyfliche ¥ und damit auch auf A" = p(A)
vorgegebene Zweipunktfunktion A induziert auf der gesamten deformierten Raum-
zeit M eine Hadamard-Distribution A, so daB Ay =p (A|./\/><./\/)

Die Wellenfrontmenge der Distribution A im flachen Teil von M kennen wir
bereits: Da in die Hadamard-Rekursionsrelationen nur lokale Eigenschaften der
Raumzeit eingehen und die Metrik auf U flach ist, gilt auf U x U nach Satz 4.2:

($ y7€7 )GWF(A|U><U) =4 (£7§)N(§7ﬁ)7éevz

A ist Losung der Klein-Gordon-Gleichung im zweiten Eintrag, und wir kénnen
daher fiir den Operator 1 @ (U + m?) Hormanders Satz tiber die Ausbreitung von
Singularititen anwenden, um die Wellenfrontmenge von A iiber Punkten in UxU
zu bestimmen. Da U in D(U ) liegt, schneidet jede Nullgeod:ite durch U die Menge
U, und nach Corollar 2.11 erhalten wir:

(&,y:6,—n) EWF (Al ) & (@& 5:E -0 € WEAly,p), (y.n) ~ (9, 7)
= (%77) ~ ($7€)7€ € Vi’

Nochmaliges Anwenden des Satzes, diesmal fiir den Operator (0 + m*) ® 1,
ergibt die Wellenfrontmenge tiber den Punkten in U x U:

(2, 4;&,—n) € WE(A|g, ) & (2,6) ~ (£,6), (y, 1) ~ (£,6),£ € V1,
und damit
WE(Algy ) = {(z, 556, —n) € T(U x U)\ 0| (2,€) ~ (y,1), £ € V1 }.

Da A die mittels der Isometrie p zuriickgezogene Distribution ist, hat nach
Satz 2.8 auch die Wellenfrontmenge von A in U x U diese Form.

Nochmalige Anwendung desselben Propagationsargumentes in der nicht defor-
mierten Raumzeit liefert schlielich die Wellenfrontmenge von A {iber beliebigen
Paaren von Punkten (z,y) € M x M:

WE(A) = {(2, 55 —n) € TIM x M)\ O (2,€) ~ (y, 1), €V, },
was zu beweisen war.

Auch die Wellenfrontmenge des Feynmanpropagators wurde in [Rad92] her-
geleitet:

Theorem 4.4. Der Feynmanpropagator wg eines Hadamardzustandes des freien
skalaren Feldes in einer global hyperbolischen Raumzeit M hat die Wellenfront-
menge

WF(wp) = {(z,5:6,-1) € TM x M)\ O] (2,8) ~ (y, ), # y,
fev;t,wenanJi(y)}
U{(z,z;€, =€) € TH(M x M)\ 0}.
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Diese Ergebnisse lassen sich folgendermalien veranschaulichen: In der Wellen-
frontmenge der Zweipunktfunktion steht die Bedingung, daf} ¢ € V:, das bedeu-
tet, es treten nur positive Frequenzen auf. Beim Feynmanpropagator ist £ € V;t,
falls # € J*(y), das heiBt, positive Frequenzen breiten sich vorwirts in der Zeit
aus, negative Frequenzen riickwirts. Dies ist die iibliche, aus dem Minkowskiraum
bekannte Interpretation des Feynmanpropagators. Theorem 4.4 besagt, daf sie in
jeder global hyperbolischen Raumzeit giiltig ist, wenn der zugrundeliegende Zu-
stand ein Hadamard-Zustand ist.

Die Wellenfrontmenge einer beliebigen m-Punkt-Funktion eines Hadamard-
Zustandes 146t sich mit Hilfe von Satz 2.7 iiber die Wellenfrontmenge eines Ten-
sorproduktes von Distributionen aus der Wellenfrontmenge der Zweipunktfunktion
bestimmen.

4.2 Dirac-Feld

Es soll nun gezeigt werden, daf} die Zweipunktfunktion und der Feynmanpropaga-
tor eines Hadamard-Zustandes des freien Dirac-Feldes dieselbe Wellenfrontmenge
besitzen wie die entsprechenden skalaren Distributionen. Auflerdem wollen wir
ihre Polarisationsmengen bestimmen.

Das Ergebnis wird lauten:

Theorem 4.5. Sei w ein Hadamard-Zustand des freien Dirac-Feldes iiber einer
global hyperbolischen Raumzeit M. Dann gilt fiir seine Zweipunktfunktion w™ :

WEw?) = {(z,556 —n) € T(M x M)\ O] (2,€) ~ (y,7),£ € V] },

WEyo(w?) = {(z,y:&m0) € 7 (DME D*M) |
(z,y;6,m) € WF(wb); (Fy(2,y) @ )w =X+, A € C}.
Hierbei ist J.(x,y) der Paralleltransport in DM entlang der Geoddte v, die x
und y verbindet, so dafs & kotangential an ~ im Punkt x ist. 7™ (DM K D*M) ist

das tiber das Kotangentialbiindel T*(M x M) gehobene Bispinorbiindel.
Fiir den Feynmanpropagator gilt analog:

WE(Sp) = {(z,5:& -n) € T(M x M)\ O] (2,8) ~ (y,1),2 # y,
EEVf,wenanJi(y)}

U {(2,2:€, =€) € T(M x M)\ 0},

WF,,(Sp) = {(m,y;f,n; w) € (DMK D'M) |
(z,y;&m) € WF(Sp); (T4(2,y) @ Dw = A~ ff, X € C},

zumindest iiber den Punkten (x,y; &, n) mit x # y.
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Fiir den Beweis gehen wir dhnlich vor wie im skalaren Fall. Zunichst bestim-
men wir die Polarisationsmenge im Minkowskiraum und tibertragen das Resultat
dann auf die Mannigfaltigkeit M, indem wir Denckers Satz iiber die Ausbreitung
von Singularititen anwenden.

Satz 4.6. Die Zweipunktfunktion wt eines Hadamardzustandes des freien Dirac-
Feldes im Minkowskiraum M = R hat (bis auf einen glatten Anteil) die Form

wh=[(ig+m) @ 1] (A1),

wobei A die Zweipunktfunktion eines Hadamardzustandes des freien Klein-Gor-
don-Feldes ist. Ihre Polarisationsmenge ist

WFpOl(w"') =
{(x, ;& m A ) € T (DMBDM) | (x,y;€,m) € WF(A), X € C}.

Entsprechend gilt fiir den Feynmanpropagator:
Sp=1[(ig+m) @1](wr - 1),
mit dem zu A gehorenden Feynmanpropagator wg. Er hat die Polarisationsmenge

WE,.(SF) =
{(z,y:6, ;A 9) € T (DM B DM) | (2,y;€,m) € WF(wr), A € C}.

Bemerkung. Das Biindel DM K D*M iiber dem Minkowskiraum ist das triviale
Biindel (M x M) x C***, und der Paralleltransport ist ebenfalls trivial. Man darf
also die Notation vereinfachen, indem man die Spinorrdume iiber allen Punkten
identifiziert und darauf verzichtet, den Paralleltransport hinzuschreiben.

Beweis. Im Minkowskiraum verschwindet der Kriimmungsskalar sowie alle Ablei-
tungen der Metrik, und die kovariante Ableitung geht in die partielle Ableitung der
einzelnen Komponenten iiber. Daher ist der Paralleltransport-Bispinor 7 = 1, und
die Funktion % in der Definition des Hadamardzustandes nimmt die Form ¢ = u -1
an, mit der entsprechenden skalaren Funktion «. Ebenso gehen die Hadamard-
Rekursionsrelationen (3.7) fiir jede Komponente von ¢,, in die Form (3.6) fiir das
skalare Feld tiber, wie auch die Randbedingung, die zudem besagt, dal 75 x 1.
Also ist auch ) = v . 1 und somit (g?’”)AB = G .14 5. Das bedeutet,
daf die Hilfs-Zweipunktfunktion jedes Hadamard-Zustandes des Dirac-Feldes im
Minkowskiraum bis auf einen glatten Anteil Vielfaches der Einheitsmatrix und jede
Komponente die Zweipunktfunktion eines Hadamard-Zustandes des freien skala-
ren Feldes ist. Da alle solche Zweipunkt-Distributionen bis auf einen glatten Anteil
identisch sind, nimmt die Hilfs-Zweipunktfunktion bis auf einen glatten Anteil die
Form &3 = A -1 an, und es ist

wh =[(d+m)@1](A-1) 4.2)
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mit einer skalaren Hadamard-Zweipunktfunktion A.

Weiterhin gilt fiir die Fundamentallésung des Dirac-Operators im Minkowski-
raum: ST = [(¢@ + m) @ 1]J(AT - 1), wie bereits bei der Definition von S+
angemerkt wurde, und somit ist (wieder bis auf einen glatten Anteil):

Spo= dwt+ ST =[(d+m)@1](GA-1+AT 1)
= [ +m)@1](wr-1).

Die weitere Argumentation erfolgt vollig analog fiir wt und Sp. Sie geht nur
davon aus, daf die untersuchte vektorwertige Distribution durch Anwenden des
Operators (i #+m)®@1 aus einer skalaren Distribution hervorgeht. Wir beschrinken
uns daher im folgenden auf die Zweipunktfunktion.

Aus Theorem 4.1 wissen wir, dal} die Distribution A - 1 die Wellenfrontmenge
(4.1) besitzt, und ihre Polarisationsmenge ist offensichtlich

WEpr(A-1) = {(z,5:& 1A 1) | (z,55¢, 1) € WF(A), A € C}.
wT geht nun durch Anwendung des Pseudodifferentialoperators
A=[(ig+m)@1]

mit Hauptsymbol a(z, y; £, 1) = —¢®1 aus A - 1 hervor. Nach Satz 2.7 vergroBert
dies die Wellenfrontmenge nicht. Andererseits wissen wir nach Satz 2.15, daf fiir
die Polarisationsmenge von w®™ = A(A - 1) folgendes gilt:

WFpol(w—I—) 2 {(9079757777@(957%5777)7”)|($79757777w)GWFpol(/\1)}:
{@ oy &mA- )| (z,y:6m) € WE(A), A e C}.

Da § # 0, wenn (z,y;&,n) € WF(A), und da die Projektion der Polarisations-
menge auf das Kotangentialbiindel genau die Wellenfrontmenge ergibt, ist damit
gezeigt, dal} die Anwendung von A die Wellenfrontmenge auch nicht verkleinert.
Insgesamt ist also bewiesen, daB wT die gleiche Wellenfrontmenge wie die skalare
Distribution A hat.

Die Gleichheit fiir die Polarisationsmenge folgt aber leider nicht aus Satz 2.15,
weil der Operator A gerade in den interessanten Punkten charakteristisch wird: Es
ist ndmlich det a(x, y; &, ) = —(£2)? = 0 fiir (z,y; &, 1) € WE(A).

Die Gleichheit 146t sich aber auch direkt aus der Definition der Polarisations-
menge herleiten.

Wir wollen also die Polarisationsvektoren w tiber einem Punkt (z, y; £, i) der
Wellenfrontmenge suchen. Wegen (4.2) miissen solche Vektoren offenbar Linear-
kombinationen der Gammamatrizen und der Einheitsmatrix sein, wir setzen daher
w=al+ 5,7°.

Nach Definition der Polarisationsmenge muf3 gelten: a(z,y; &, n)w = 0, falls
a das Hauptsymbol eines Pseudodifferentialoperators A : D'(M x M, C*4) —
D'(M x M) mit Awt € C(M x M) ist.
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Wir betrachten die Familie von Pseudodifferentialoperatoren
Ap cu = tr((v#n,,B” — iC,n* 1) u + mCyy'u)

mit einer beliebigen antisymmetrischen Matrix B und einem beliebigen Vektor C'.
Es gilt Ag cwt € C*(M x M), wie folgende Rechnung (mod C*°) zeigt:

Apcwt = tf((’r“mpr” —iCun™") 0, (17 95 + ml)/\)

+ tr(mCM'y“(i'yU@g + ml)A)

= (i B OTOTA + imCLEA) ()
+(Con™ OL DTN + may, B OTA + m*C A ) tr(y*)
—mCy,n* 0y A tr(1)

= 4(in,, BP0 05 A + imC 05 A)nt’
—4imC\yn*" 0 A

= 4iBYOJ0IA

= 0,

wegen der Antisymmetrie von B,

Die Polarisationsvektoren w = a1 + §,v° miissen also die Bedingungen
ap,c(z,y; &, n)w = 0 erfiillen, das heift

aB,O(% y; &, n)w = U’((’V“mpr” - ij“”)ifyw)

= aC &, tr(1) + 1, B i€, By tr(vHy7)
4a(C . E) + 4iB°YE, B,
0.

Waihlen wir speziell B = 0 und C' so, dal C' - £ # 0, so schlieBen wir, daf}
a = 0.
Fiir die Wahl C' = Q und B°Y = §7,6",. — 67 .6",; ¢,k = 0, ..., 3, erhalten wir

5/15& - 655 =0.

Da ¢ # 0, konnen wir ¢ so wihlen, da &, # 0, und erhalten:

B=XA-& mit A=pj/¢,.

Also enthilt die Polarisationsmenge iiber (z, y; &, 1) € WF(w™) hochstens Vekto-
ren der Form w = A-¢. Wie wir bereits oben festgestellt haben, sind diese Vektoren
auch wirklich in der Polarisationsmenge enthalten.

Damit ist der Beweis beendet.

Statt aus der Tatsache, daf die Zweipunktfunktion mittels Gleichung (4.2) aus
einer skalaren Distribution hervorgeht, la6t sich die Polarisationsmenge auch aus
der Tatsache herleiten, daB w™t und Sr (bis auf einen Anteil 1) in beiden
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Eintrigen Losungen der Dirac-Gleichung sind, unter der zusitzlichen Vorausset-
zung, dal} sie bis auf glatte Anteile nur Werte in dem Untervektorraumbiindel von
M x C*** annehmen, das von den Dirac-Matrizen und der Einheitsmatrix aufge-
spannt wird. Wie wir oben gesehen haben, ist diese Annahme zumindest im Min-
kowskiraum erfiillt.

Der Einfachheit halber geben wir das Argument nur fiir den Feynmanpropaga-
tor an, es gilt in gleicher Weise fiir die Zweipunktfunktion.

Wie wir wissen, ist

(1@ +m)Sp x 1.
Daraus folgt, da die Spur der Gammamatrizen verschwindet:
tr((:@ + m)Spy”) = 0.

Wir haben also einen Operator A : D'(M x M, DMK D*M) — D'(M x M)
angegeben, so daB ASy € C*°(M x M). Damit ein Punkt (z,y; &, n;w) in der
Polarisationsmenge von Sy liegt, mufl nach Definition a(z,y; £, n)w = 0 sein,
wenn ¢ das Hauptsymbol von A ist, also:

tr(—gwvy®”) = 0.

Setzen wir wieder w = o1 4 38,7, so ergibt sich:

tr (—gwy®)

—&utr(y*(al 4+ B,4")7¢)
—4&, o
—4ag”

0,

also folgt, da & # 0: o = 0.
Analog gilt, da die Spur der Matrizen 0”7 = $[v”, v7] ebenfalls verschwindet:

tr((i@ + m)Spo’”) =0,
und somit muf} gelten:
tr(—gwo™) = =¢, tr('y“(al + ﬁy'y”)a’m)
7
=588 (VYT = Y 7Y)
=218, 8, (20" n"" = 2M'n7)
4i(£PB7 = £787)
0,

also £737 = &7 5%, und es folgt wie oben: 5 = X - £.
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Im Gegensatz zum ersten Beweis 148t sich diese Argumentation direkt auf ei-
ne beliebige Raumzeit verallgemeinern. Dafl wir den Dirac-Operator nur mit der
partiellen Ableitung geschrieben haben, ist unerheblich, weil eventuelle Terme ei-
nes nichttrivialen Zusammenhanges im Hauptsymbol des Operators nicht mehr in
Erscheinung treten.

AuBerhalb der Diagonale ist dann aber eine sorgfiltigere Notation erforderlich,
da die Spinorrdume iiber unterschiedlichen Punkten nicht mehr einfach miteinan-
der identifiziert werden konnen.

In den Beweis ging sehr wesentlich die Annahme ein, daf3 die Zweipunktfunk-
tion bis auf glatte Anteile nur Werte in dem von den Matrizen 1,~9, ..., v aufge-
spannten Unterbiindel annimmt. Im hier betrachteten Minkowskiraum konnten wir
diese Annahme beweisen, aber es ist zu vermuten, daf3 sie auch in einer gekriimm-
ten Raumzeit aus den Eigenschaften einer Hadamard-Zweipunktfunktion folgt.

Auch ohne diese Annahme schrinkt die Forderung, dafl die Distribution in bei-
den Eintrdgen die Dirac-Gleichung 16st, die moglichen Polarisationsvektoren w
iiber einem Punkt (z,y;&,n) € WF(wt) bereits stark ein: Damit der Punkt in
der Wellenfrontmenge liegt, mufl = —¢ sein. Also mufl w die Gleichungen
w-§ = 0 = ¢ w erfiillen. Die Matrix ¢ hat, wenn £ = 0, den Rang zwei,
und es ist zu erwarten, daf§ die Gleichungen einen gemeinsamen Losungsraum der
Dimension vier haben. Tatséchlich kann w noch eine Linearkombination der vier
Matrizen ¢, ¢ - v° und ¢ - ¢/ fiir die beiden unabhingigen Vektoren a mit a - £ = 0,
a # &, sein. Die letzten drei Moglichkeiten werden erst durch die physikalischen
Eigenschaften der Distribution ausgeschlossen, da es sich um die Zweipunktfunk-
tion eines Hadamardzustandes handelt.

Wir wollen nun das Resultat auf beliebige global hyperbolische Raumzeiten
verallgemeinern, indem wir Denckers Satz {iber die Ausbreitung von Singularititen
vektorwertiger Distributionen ausnutzen. Dafiir untersuchen wir zunichst den zur
Dirac-Gleichung gehorigen Dencker-Zusammenhang:

Satz 4.7. Der Dencker-Zusammenhang Dp fiir den Operator P = (—i X' +m) auf
dem Diracbiindel iiber einer beliebigen Raumzeit M mit vorgegebener Spinstruk-
tur wirkt auf Spinorfelder entlang der Nullgeoddten und stimmt dort mit dem iiber
das Kotangentialbiindel gehobenen Spinzusammenhang iiberein. Analoges gilt fiir
den adjungierten Operator im dualen Biindel.

Beweis. Ein erster, recht aufwendiger Beweis fiir eine modifizierte Diracgleichung
fiir Spinor-Halbdichten wurde bereits von Radzikowski angegeben [Rad97]. Wir
geben hier einen neuen Beweis, der ohne eine Modifikation der Dirac-Gleichung
auskommt und die Bemerkung nach Satz 2.16 beherzigt.

Wir wihlen ein Koordinatensystem und Koordinatenbasen im Tangential- und
Kotangentialbiindel. Der Pseudodifferentialoperator

— X +m=—iy" (0, + o,) +ml
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hat dann das Hauptsymbol

p(z, &) = {7 (2)

und das Unterhauptsymbol

p°(x, &) = —iyt(z)ou(z) + ml — %@m“(x).
Der Operator ist vom reellen Haupttyp. Wir wéhlen dafiir
p(z,§) = vV —g(2)§7"(2)
und erhalten
pp=v=99""¢8 - 1,

sodaB ¢(z,&) = \/—g(z)g"" (2)€,&, . Die Bicharakteristiken von ¢ sind also nach
Satz 2.6 gerade die Nullgeoditen. Der Dencker-Zusammenhang wirkt auf Spinor-
felder w entlang dieser Bicharakteristiken, die in jedem Punkt (2, £) im Kern von
p(z, &) liegen, also die Bedingung gw(z, &) = 0 erfiillen.

Wir berechnen die im Dencker-Zusammenhang auftretenden Ausdriicke:

<8§M]38xup - 895;»]385”]))

N | —

1.
I
= 39 (600" - 81051 - 061",

e s v . 1 v
ipp® = Vg <€w Yo+ imEn" = 56y (@ﬁ“)) :

dq dq
qu = 8—&8xuw - M@guw
B ozt &,
= (WGQUM + Wé@) w
_dw
- dr’

wobei wir beachtet haben, dal w = w(z,&) = w(z(r),&(7)) eine Funktion der
Kotangentialbiindelvariablen x und £ ist, die wiederum vom Parameter 7 der Bi-
charakteristik abhidngen. AuB3erdem haben wir die Hamilton-Gleichungen

& o dr
dr — dazr’  dr  9E,

eingesetzt.
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Wir fiigen jetzt alles zusammen und ordnen die Terme:

Dpw =

1. .
Hyw + 5{p, p} + ipp

dw 1 1 1
- _ M vy v w_ [T
V=98 (27 (0:7") 2(3w )y 49@9)7 v )w

N v 1 v
+vV—9& (7”7“% +imy” — oy (@m“)) w

d
= VG0 7 0") + 01"+ 7 (D))

T 2
1 v v
—\/—gél@(éhg) (Vv + Ay w
V=95 (Yo, + v (07") + Yoyt ) w

1 , 1 y
+v—yg (5(@7“) +1ml — "o, + @(@g)vo &y w.

In der ersten Zeile erkennen wir die Ableitung des Antikommutators:

Du(Y'y" +4"y") = 20,91,

In der zweiten Zeile ersetzen wir den Antikommutator, und auch in der dritten Zeile

vertauschen

&Y = pla,

wir zwei Gamma-Matrizen. Die vierte Zeile schlie3lich fillt weg, da
&), und w(z,§) € Kerp(z,§).

Wir erhalten:

Dpw

dw 1
- = 0 R K
oV 9&, (@g + 29(@9)9 ) w
V=96 (29" 0 — ¥y 0+ V(DY) + Yoy )0

d
— (E + 2\/ _ggm]fuo—u> w

1
+v—=9& (—@Lg‘“’ - %(@Mg)gw - 'YMFUM’YP> w

V=gEA" (07 + TV 7 + 00y = 7V 0) w.

In der dritten Zeile erkennen wir die kovariante Ableitung V,v” = 0.
In der zweiten Zeile konnen wir wegen der Symmetrie der Christoffelsym-
bole die Gamma-Matrizen vertauschen. Beachten wir weiterhin die Beziehung

gl =y

#20,.9,x, S0 erhalten wir

1
— 009" = 59" 9" 0upx = 9"°T" -

Dieser Ausdruck verschwindet jedoch, wie sich leicht zeigen 146t, wenn man die
Christoffelsymbole durch Ableitungen der Metrik ersetzt.
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Wir verbleiben also mit dem Ausdruck in der ersten Zeile. Hier ist

dq dzt

—gatve — L
2y/—g99""¢, 9, dr

und es bleibt
D d +3to, ) w=V_w
W=\ = V,sw,
P dr #

also einfach die kovariante Ableitung von w entlang der Geodite.

Wir haben somit gezeigt, dal Dp = V. entlang einer Bicharakteristik, das
heift entlang einer Nullgeodite ~. Ein Spinorfeld w(z, &) entlang ~ ist also ge-
nau dann eine Losung der Gleichung Dpw = 0, wenn es entlang der Geodite
beziiglich des normalen Spinzusammenhanges paralleltransportiert wird.

Der Beweis fiir den adjungierten Dirac-Operator geht analog.

Zum Beweis des Theorems 4.5 geht man nun wie im skalaren Fall vor. Man
deformiert die Raumzeit so, da} sie in einem Teil die Minkowski-Metrik trigt.
Die Spinstruktur iibertréigt sich auf die deformierte Raumzeit und 14t sich auf die
gesamte Raumzeit ausdehnen, da im global hyperbolischen Fall alle Spinstrukturen
triviale Faserbiindel sind.

Da die Metrik in der Umgebung einer Cauchyfldche erhalten bleibt, induziert
die Zweipunktfunktion des Hadamard-Zustandes in der urspriinglichen Raumzeit
auch in der deformierten Raumzeit eine Hadamard-Distribution.

Die Polarisationsmenge im flachen Teil der Raumzeit haben wir bereits oben
bestimmt. Auf der Diagonale gilt

(&, 2;€, 7 0) € WE(wh | p) © —=£€V,,&=0w=X-¢, eC

Um jetzt die Polarisationsmenge w iiber einem Punkt (z,2) € U x U im
gekriimmten Teil der Raumzeit zu bestimmen, beachten wir, dal die Zweipunkt-
funktion Losung der Gleichung

Put = ((iW—I—m)@l—l—l@ (—iX7—|—m))w+ =0

ist. Die Bicharakteristiken fiir diesen Operator sind die Kurven (z, z;&, —£)(7),
so daB} z(7) eine Geodite beschreibt und £(7) in jedem Punkt kotangential an die
Geodite ist. Der Dencker-Zusammenhang fiir P ist Dp = 7*(V,; @ V) entlang
dieser Kurven.

Nach dem Satz von Dencker setzt sich die Polarisationsmenge aus Hamilton-
Orbits des Operators P zusammen. Dies sind beziiglich des Zusammenhanges Dp
parallele Vektorfelder w im Biindel 7*(D.M K D*M)|, entlang der Bicharakte-
ristiken . Die Parallelitit bedeutet in diesem Fall, dal die kovariante Ableitung
von w in Richtung der Geodite verschwindet. Dies ist aber gleichbedeutend damit,
daB die Form w = X - ¢ der Polarisationsvektoren, die wir im Minkowskiraum
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hergeleitet haben, beim Paralleltransport erhalten bleibt, denn es ist V - § = 0
entlang von Nullgeoditen: £ ist kovariant konstant, weil der Tangentialvektor ei-
ner Geodite entlang der Kurve paralleltransportiert wird, und auch die kovariante
Ableitung der Dirac-Matrizen verschwindet.

Somit besteht die Polarisationsmenge tiber der Diagonale auch im gekriimmten
Teil der Raumzeit genau aus den Punkten (z, z;&, —&; A+ §), so daBl € lichtartig ist
und im Vorwirtslichtkegel liegt, mit beliebigem A € C.

Nach Satz 2.15 bleibt diese Form der Polarisationsmenge erhalten, wenn man
die Zweipunktdistribution mittels der Isometrie p in die nicht deformierte Raumzeit
zuriickzieht.

SchlieBlich erhélt man die Polarisationsvektoren fiir nicht zusammenfallende
Punkte in der urspriinglichen Raumzeit, indem man den zweiten Spinorindex zum
zweiten Punkt transportiert: Fiir den Operator P = 1@ (—1 ¥’ +m) ist der Dencker-
zusammenhang Dp = 1 @ V. Ein Punkt (z, y; £, —n; w) ist also wiederum nach
dem Satz von Dencker genau dann in der Polarisationsmenge von w™ enthalten,
wenn der Paralleltransport entlang der Nullgeodite, die = und y verbindet, so daf}
& und 7 kotangential an die Geodite sind, einen Polarisationsvektor A - ¢ iiber dem
Punkt (z, z, &, =€) in w tiberfiihrt.

Dies ist genau die Aussage von Theorem 4.5 fiir die Zweipunktfunktion.

Im Falle des Feynmanpropagators ist etwas mehr Vorsicht geboten, da .S fiir
zusammenfallende Punkte keine Losung der Diracgleichung mehr ist.

Ist x € M ein beliebiger Punkt und U eine Umgebung von z, die bei der
Deformation unveridndert bleibt, dann erhilt man die Polarisationsmenge iiber der
Menge {2} x (U \ {z}) auf die gleiche Weise wie vorher, indem man erst den
spiteren Punkt in die gekriimmte Raumzeit transportiert und danach den fritheren
Punkt, ohne dabei die Diagonale zu beriihren. Anschliefend gewinnt man wieder
durch Paralleltransport die Polarisationsmenge tiber allen Paaren von Punkten au-
Berhalb der Diagonale, von denen einer in der Umgebung U liegt.

Was bleibt, ist zu zeigen, daf} die Polarisationsmenge des Feynmanpropagators
auch fiir zusammenfallende Punkte die angegebene Form hat. Aus den Hadamard-
Rekursionsrelationen geht hervor, dafl die Hilfs-Zweipunktfunktion im Limes zu-
sammenfallender Punkte proportional zur Einheitsmatrix ist. Ebenso ist die stidrkste
Singularitit der Hilfs-Zweipunktfunktion, der Term g in einer ganzen Umgebung
proportional zur Einheitsmatrix bzw. zum Bispinor des Paralleltransportes, genau-
so wie im Minkowskiraum. Daher ist zu erwarten, dal auch in gekriimmter Raum-
zeit keine weiteren Polarisationsvektoren auftreten. Ein formaler Beweis fiir diesen
letzten Schritt steht aber noch aus.

Es konnte also gezeigt werden, dal} die Wellenfrontmenge der Zweipunktfunk-
tion eines Hadamard-Zustandes des freien Diracfeldes in einer global hyperbo-
lischen Raumzeit die gleiche Form hat wie fiir das Klein-Gordon-Feld, und daf}
die Polarisationsmenge ein eindeutig festgelegtes Geradenbiindel {iber der Wellen-
frontmenge ist.
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Dies lafit vermuten, dal es wie im skalaren Fall moglich ist, einen Hadamard-
zustand durch eine Bedingung an die Polarisationsmenge der Zweipunktdistribu-
tion zu definieren. Vorher miifite aber noch untersucht werden, ob jeder quasi-
freie Zustand, dessen Zweipunktfunktion die angegebene Form hat, tatséchlich ein
Hadamard-Zustand ist, oder ob weitere Bedingungen gestellt werden miissen. Ins-
besondere wire die Rolle der schwécher singuldren Richtungen zu analysieren, die
von der Polarisationsmenge gar nicht erfalit werden.

Wenn es gelidnge zu zeigen, dafl die Zweipunktfunktion auch in gekriimmter
Raumzeit in einer Umgebung der Diagonale nur Werte in dem von der Einheitsma-
trix und den Diracmatrizen aufgespannten Unterbiindel von DMK D*AM annimmt,
konnte man einerseits den Beweis fiir den Feynman-Propagator abschlie3en, aber
auch einen direkten Beweis dhnlich unserem Vorgehen im Minkowskiraum ange-
ben, der ohne eine Deformation der Raumzeit auskidme.

Vermutlich 146t sich diese Annahme aus den Eigenschaften einer Hadamard-
Zweipunktfunktion herleiten. Interessant wire zu wissen, ob sie bereits aus der
Tatsache folgt, daf3 es sich um einen Zustand handelt, insbesondere aus der Positi-
vitdt, oder ob auch hier die Hadamard-Bedingung eingeht.



Kapitel 5

Anwendung auf
Feynman-Graphen

In diesem Kapitel soll aufgezeigt werden, welchen Nutzen die Kenntnis der Singu-
laritatsstruktur des Feynmanpropagators haben kann: In der stérungstheoretischen
Behandlung wechselwirkender Quantenfeldtheorien treten formale Produkte von
Distributionen auf, die mit den Methoden der mikrolokalen Analysis untersucht
werden konnen.

Zuerst geben wir einen kurzen Uberblick iiber die kausale Storungstheorie, fiir
Details sei auf [BS76, Sch95] verwiesen. Dann soll mit Hilfe der Wellenfront-
menge gezeigt werden, daf} die Produkte von Feynmanpropagatoren, die zu Baum-
graphen gehoren, stets wohldefinierte Distributionen ergeben. Anschlielend soll
anhand von Beispielen gezeigt werden, welche Bedeutung die Polarisationsmenge
fiir die Konvergenz von Loop-Graphen haben kann.

5.1 Kausale Storungstheorie

In der kausalen Storungstheorie, die auf eine Arbeit von Epstein und Glaser zuriick-
geht [EG73], konstruiert man die S-Matrix einer wechselwirkenden Quantenfeld-
theorie im Minkowskiraum als formale Potenzreihe:

S(g) =1+ Z E/Tn(xh v xn)g(®) . g(ey)dbey .. dhe,.
n=1

Hierbei ist ¢ € D(R*) eine Testfunktion, die die Wechselwirkung ein- und aus-
schaltet. Sie spielt die Rolle der Kopplungs-, Konstanten. Die 7, sind die zeitge-
ordneten Funktionen. Dies sind operatorwertige Distributionen, die Ordnung fiir
Ordnung aus den Feldoperatoren der freien Theorie konstruiert werden.

In erster Ordnung ist 7} einfach die Lagrangedichte der Wechselwirkung. Die
hoheren Ordnungen ergeben sich rekursiv: Fiir nicht zusammenfallende Punkte
ist 7}, wohldefiniert als n-faches zeitgeordnetes Produkt der Wechselwirkungs-

67
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Lagrangedichte in den verschiedenen Punkten. Die Forderung, daf3 die 7T,, be-
stimmte physikalische Eigenschaften haben, die man von zeitgeordneten Funktio-
nen erwartet, legt die Distributionen bis auf die totale Diagonale fest. Insbesondere
geht hierbei die Kausalitét ein.

Um die Distributionen 7,, auch auf der totalen Diagonale zu definieren, zeigt
man zunéchst, dal man sie schreiben kann als das Produkt einer numerischen Dis-
tribution und eines Normalproduktes von freien Feldoperatoren. Die numerische
Distribution setzt man dann auf die Diagonale fort, wobei man fordert, daf3 sich
der Skalengrad der Distribution dadurch nicht vergroBert. Es zeigt sich, daf} diese
Fortsetzung stets moglich ist, und zwar ist sie bei hinreichend kleinem Skalengrad
eindeutig, bei groBerem Skalengrad treten Renormierungsfreiheiten auf.

DaB ein analoges Vorgehen auch in einer gekriimmten Raumzeit moglich ist,
wurde in [BF97] gezeigt.

Im konventionellen Zugang zur Stérungstheorie entwickelt man die zeitge-
ordneten Produkte der Wechselwirkungs-Lagrangedichten nach dem Wickschen
Theorem formal in Normalprodukte von Feldoperatoren, wobei als Koeffizienten
Produkte von Feynmanpropagatoren auftreten. Die Terme dieser Entwicklung las-
sen sich durch die sogenannten Feynman-Diagramme veranschaulichen. Die for-
malen Produkte von Feynmanpropagatoren sind aber im allgemeinen fiir zusam-
menfallende Punkte nicht definiert. Um auf diesem Wege trotzdem endliche Resul-
tate zu erhalten, ist man gezwungen, die Propagatoren und Kopplungskonstanten
Zu renormieren.

Als Beispiel wollen wir die Entwicklung von 7% in der Quantenelektrodynamik
angeben [Sch95]:
Die Wechselwirkungs-Lagrangedichte lautet

L(x) =2 (x)y, A" (2) () 2,

wobei A* das freie Photonenfeld und 1, ¢ die freien Dirac-Felder sind.
Die Entwicklung von T5 nach Normalprodukten und die zugehorigen Feyn-
mangraphen sehen folgendermalien aus:

Ty(x,y) =i p()y" 0 (e)P(y)vuv(y) : Dr(z —y)
+ i (@)Y SE( — Y)Y e (y) = Au(e) A (y) :
— (@) SF(x — y)Dr(y — @) (y) :

— Ay (@) Ay (y) s e (v*SE (e — y)y" Sk (y — @)

b T Y

Zu unterscheiden sind zum einen die Baumgraphen, im Beispiel die ersten bei-
den Terme, die stets zu wohldefinierten operatorwertigen Distributionen fiihren,
und zum anderen die sogenannten Loop-Graphen, im Beispiel die letzten beiden.
Sie enthalten geschlossene Linien und kénnen unter Umstidnden divergent sein.
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Wir interessieren uns im folgenden vor allem fiir Graphen mit geschlossenen
Fermionenlinien wie den Vakuumpolarisationsgraphen, der dem vierten Term in
der Entwicklung von 75 entspricht. Versucht man, diesen formalen Ausdruck im
Impulsraum zu berechnen, stellt man bereits durch Abzihlen der Potenzen fest,
daf} das Produkt der beiden Feynmanpropagatoren nicht definiert ist: Der Integrand
im Faltungsintegral der Fouriertransformierten der Propagatoren féllt wie 5% ab.

Damit das Integral existiert, miiite er aber schneller als 5% abfallen. Dieser Graph
ist also divergent und muf3 ebenso renormiert werden wie der dritte, der sogenannte
Selbstenergie-Graph.

Ein solches Potenzenzihlen liefert auch in der kausalen Konstruktion der S-
Matrix wertvolle Hinweise darauf, an welchen Stellen renormiert werden muf3, also
die nichttriviale Fortsetzung der zeitgeordneten Distributionen notig wird. Es wur-
de jedoch bereits in [ASW97] darauf hingewiesen, daf} das blo3e Potenzenzihlen
nicht ausreicht, sondern sorgfiltig das Skalenverhalten der auftretenden Distribu-
tionen untersucht werden muf3. Bei Theorien, die Fermionen oder Vektorfelder ent-
halten, ist dies um so wichtiger, da auch die Richtungen der beteiligten vektorwer-
tigen Distributionen eine Rolle spielen kdnnen.

5.2 Baumgraphen

Wir wollen nun zeigen, dal offene Fermionenlinien als Bestandteile von Feyn-
mandiagrammen nicht zu Divergenzen fiihren. Auch fiir allgemeinere Baumgra-
phen 4Bt sich eine solche Aussage beweisen. Da in den Beweis nur die Form der
Wellenfrontmenge eingeht, konnen wir ihn gleich fiir eine gekriimmte Raumzeit
formulieren.

Wir wollen also Graphen untersuchen, in denen Vertizes z1, ..., z, € M mit
einer durchgehenden Fermionenlinie verbunden sind:

@ . Ty
x4 2 T3 S on—l z,

Zu jedem Abschnitt der Linie korrespondiert ein Propagator St (x;, x;41), zu
jedem Vertex im Punkt z; eine Kopplung V;(z;). Hierfiir lassen wir beliebige glatte
Schnitte in DM @ D*M zu, eventuell mit weiteren Vektorindizes, was hier keine
Rolle spielt.

Wir untersuchen also das Produkt

Sk(er,a0)% g - Valwo) P - S (w0, 23) - Val(ea) P - oo SE e, 20)

und zeigen, daf} dieses komponentenweise, also noch vor der Kontraktion der Spi-
norindizes, als Produkt von Distributionen existiert. Wir fassen dafiir die einzelnen
Komponenten aller Faktoren als Distributionen in allen n Punkten, also als Ele-
mente in D’'(AM") auf.
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Als solche besitzen sie die Wellenfrontmenge

WE(SH) = {(z1,. . 20361y, &) € TM™\ O
(23, 2ig1; & 1) € WF(SF), & = 0fiirj ¢ {i,i+1}}. (S.1)

Wir gehen induktiv vor und zeigen, dal in jedem Schritt das Produkt

(21, zipn)?y o= Sk, a0)? 5 - Val@2)P oo S, 2ip) M y
existiert und fiir seine Wellenfrontmenge folgendes gilt:

WF(I1;) C
{(z1,. 2130, .. &y1) | § # Ofiirein j € {2,3,...,4}} (5.2a)
U (@1s ey 24136, 0,. 0,0, =€) [ €€ Vi Ly € JF (2,41) Y5} (5.2b)
U{(@1,. ey 2i4136,0,...,0,=8) [€ €V a5 € T (wj41) V) }.(5.20)

Fiir das Produkt nur eines Propagators, IT; = S}, ist dies nach Gleichung (5.1)
offenbar erfiillt.

Das Produkt mit den glatten Funktionen V;? o ist nach Satz 2.7 stets definiert
und vergroBert die Wellenfrontmenge nicht.

Fiigen wir jetzt einem Produkt Il;(zq,...,2;11)Viy1(2;41) einen weiteren
Propagator Sf;"l(xiH, Z;4+2) hinzu, so sieht man an den Wellenfrontmengen der
Faktoren, daf3 das Produkt definiert ist: I1;V;; hingt nicht von ;.5 ab, daher
enthilt WFE(I1;V;, ) keine Punkte mit &, # 0. Andererseits enthilt WF(S)
keine Punkte mit &;, 5 = 0. Also sind in WF(I1;V1) & WF(S%H) keine Punkte
der Form (z, 0) enthalten, und das Produkt existiert nach Satz 2.12.

Derselbe Satz macht folgende Einschrinkung an die Wellenfrontmenge des
Produktes:

WF(4q) € (WF(IT;) @ WF(SE)) U WE(IL) U WE(SEF.

Die letzten beiden Anteile haben wieder die Form (5.2a). Die Punkte in der Men-
ge WF(IL;) & WF(S:) haben ebenfalls diese Form, auBer fiir Punkte der Ge-
stalt (21, ..., 2n42;0,...,0,=&41,&42) € WF(S?’I), addiert zu den Punkten
(%1, @ng2;&1, -+ -, &41,0) € WE(1L;), die von der Form (5.2b) oder (5.2¢)
sind. Fiir solche Punkte in der Wellenfrontmenge des Feynmanpropagators muf}
die Bedingung —&; 4, € V;th erfiillt sein, wenn z,41 € J*(2,42). Daher ist
diese Summe wieder von der Form (5.2b) bzw. (5.2¢) fiir das Produkt I1;,,, wenn
dies auch fiir den urspriinglichen Punkt in WF'(11;) der Fall war.
Damit ist die Aussage fiir alle diese Produkte gezeigt.

Es wire interessant, auch die Polarisationsmenge des Produktes II,,_; zu ken-
nen. Im Gegensatz zur Wellenfrontmenge ist jedoch kein Satz bekannt, der uns die
Polarisationsmenge eines Produktes bestimmen lieBe. Eine solch einfache Formel
wie im skalaren Fall 1a6t sich auch nicht herleiten, da die Einschrinkung einer
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Distribution auf eine Untermannigfaltigkeit die Polarisationsmenge auf unvorher-
sehbare Weise veridndern kann.

Was wir aber wissen, ist, dal auch das Produkt der Feynmanpropagatoren
Losung der Dirac-Gleichung im ersten Eintrag sowie des adjungierten Dirac-Ope-
rators im letzten Eintrag ist. Daher konnen wir mit den gleichen Argumenten wie
fiir den Feynman-Propagator selbst Einschriankungen an die Polarisationsvektoren
tiber den Punkten der totalen Diagonale machen:

WFPOI(Hi—l)(x7 .- '7$;€707' --707 _5) C 5 span(1,75,q/1,q/2),

wobei a1, ay wieder die beiden linear unabhéngigen Vektoren aus 77 M sind mit

a-£=0,a#¢&.

5.3 Fermionenschleifen

Wir betrachten nun eine geschlossene Fermionenschleife, in der auch die Punkte x
und z,, durch eine Fermionenlinie verbunden sind. Das Produkt IT,,_; soll also mit
einem weiteren Faktor Sr und den Funktionen V,, und V] fiir die beiden Vertizes
multipliziert werden:

g (s ey @0) - Vil@n) - Sp(2n, 21) - Vi(@y). (5.3)

Um zu sehen, ob dieses Produkt existiert, betrachten wir wieder die Wellen-
frontmengen: Fiir den Faktor Sy enthiltsie solche Punkte (21, ..., 2,;&1, ..., &),
fiir die (2, &,) ~ (21, —&1) und &, € Vo, falls 2,, € JE (1), sowie & = - -+ =
&,_1 = 0. Die entsprechenden Punkte in der Wellenfrontmenge von I1,,_ erfiillen
die Bedingung &; € V;tl, falls ; € J*(x,), was gleichbedeutend ist. In der
Summe der Wellenfrontmengen gibt es daher keine Punkte der Form (z, 0).

Anders sieht es auf der totalen Diagonale aus, denn hier konnen die Punkte
(%,...,2;€,0,...,0,=&) fiir beliebige Richtungen von £ sowohl in der Wellen-
frontmenge von I1;_;, wie auch in der von S7 liegen. Die Existenz des Produktes
(5.3) ist also zunéchst nur fiir alle Punkte au3erhalb der totalen Diagonale garan-
tiert.

Wie wir wissen, ist aber die Bedingung an die Wellenfrontmengen der Fak-
toren keine notwendige Bedingung. Sind die zu multiplizierenden Distributionen
hinreichend reguldr, so kann ihr Produkt existieren, auch ohne daf} die Wellen-
frontmengen die Bedingung erfiillen. Im tiiblichen Formalismus zur Berechnung
von Feynman-Diagrammen im Impulsraum sieht man bei der Rechnung, daf} die
Distributionen I1; mit wachsendem ¢ immer regulidrer werden, und man kann zei-
gen, daf} in vier Raumzeit-Dimensionen alle Graphen, die nur Fermionenschleifen
mit fiinf oder mehr Propagatoren enthalten, endlich sind.

Auch Satz 2.20 iiber das Produkt von Distributionen in bestimmten lokalen
Sobolev-Rdumen ist in diesem Fall nicht von Nutzen, da die Faktoren II; und 5%
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nicht die Voraussetzungen des Satzes erfiillen. Der Grund fiir die Existenz des Pro-
duktes liegt stattdessen in der Tatsache, dal S% nur von den Punkten z; und z,
abhéngt und daher (im Minkowskiraum) bei der Faltung der Fouriertransformier-
ten die tibrigen 4 - (n — 2) Integrationen iiber Delta-Distributionen in trivialer Weise
ausgefiihrt werden konnen.

Der adidquate Weg, um die Existenz des Produktes auch ohne direkte Rech-
nung und ohne die explizite Form des Feynmanpropagators im Minkowskiraum
zu zeigen, geht iiber den Skalengrad der beteiligten Distributionen: Da das Pro-
dukt iiberall auBBerhalb der totalen Diagonale existiert, lautet die Frage, ob sich das
Produkt eindeutig auf die Diagonale fortsetzen 14Bt. Ein Satz aus [BF97, Pra97]
besagt, dafl dies stets moglich ist, wenn der Skalengrad der Distribution kleiner
als die Raumzeitdimension ist. Dies ist erfiillt, wenn die Schleife hinreichend viele
Propagatoren enthilt.

In allen anderen Fillen existiert die Fortsetzung zwar, ist aber nicht eindeutig.
Es treten also Renormierungsfreiheiten auf, und die fortgesetzte Distribution kann
nicht mehr als Produkt der freien Feynmanpropagatoren interpretiert werden.

Im Falle vektorwertiger Distributionen konnen solche Produkte aber auch ex-
istieren, falls die Richtungen der stirksten Singularititen geeignet zueinander ste-
hen, obwohl der Graph nach Abzihlen der Potenzen divergent sein miifite.

Ein einfaches Beispiel ist der folgende Graph in zwei Dimensionen: eine
Schleife von zwei Feynmanpropagatoren mit einer (1 — +°)-Kopplung in beiden
Vertizes:

Ein solcher Graph ist in zwei Dimensionen normalerweise logarithmisch di-
vergent. Fiir die angegebene Kopplung konnen wir aber mit Satz 2.23 zeigen, daf3
dieser Graph in der Tat konvergent ist, wenn wir uns aulerdem in den euklidischen
Raum begeben.

Dem Graphen entspricht das Produkt:

tr((1 =) Sp(z,y)(1 = 7°)Sr(y, z)), (5.4)

das wir als Bilinearform auffassen, das den beiden vektorvertigen Distributionen
Sk eine skalare Distribution zuordnen soll.

Die Fouriertransformierte des Feynmanpropagators Sy fillt in allen Richtun-
gen wie % ab. In zwei Dimensionen liegt der Feynmanpropagator also in H? fiir
s < 0. Die Bedingung, dal} die beiden Faktoren in geeigneten Sobolev-Riaumen
liegen, ist somit erfiillt.

Angewendet auf die Polarisationsvektoren A; ¢ von Sg(x, y) tiber einem Punkt
(x,2;&, —&) der Wellenfrontmenge iiber der Diagonale sowie einen entsprechen-
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den Polarisationsvektor Ay ¢ von Sr(y, ) ergibt diese Bilinearform:

(=)A= 77)Af) = (g1 +97) (1= 77)Aag) = 0.

Die Bedingung an die Richtungen der Polarisationsvektoren ist also erfiillt.

Somit existiert das Produkt (5.4), und der angegebene Graph ist tatsdchlich
konvergent. Bereits im zweidimensionalen Minkowskiraum aber 146t sich die Aus-
sage mit unseren Mitteln nicht mehr beweisen, weil der Feynmanpropagator nicht
in dem verlangten Sobolev-Raum liegt. Dies liegt daran, daB in einer indefiniten
Metrik der Nenner £2 — m? + ie der Fouriertransformierten des Feynmanpropaga-
tors nahe dem gesamten Lichtkegel verschwindet. In h6heren Dimensionen ist die
Bedingung nicht einmal im euklidischen Raum erfiillt.

Im allgemeinen ist also der eben angewendete Satz 2.23 wenig aussagekriftig,
weil die Distributionen, mit denen wir es zu tun haben, nicht in den geeigneten
Sobolev-Riumen liegen. Stattdessen wire es wiinschenswert, den Satz so an die
vorliegende Situation anzupassen, daB er die eindeutige Fortsetzung eines solchen
Produktes auf die totale Diagonale garantiert, falls die Polarisationsvektoren der
beiden Faktoren iiber den kritischen Punkten der Wellenfrontmengen senkrecht
zueinander stehen und der Graph logarithmisch divergent erscheint.

Damit lieBe sich dann zum Beispiel zeigen, dal Graphen wie der folgende
konvergent sind:

Solche Graphen mit aus vier Propagatoren bestehenden Fermionenschleifen sind in
vier Dimensionen logarithmisch divergent. Fiir spezielle Kopplungen konnte aber
auf diese Weise ihre Konvergenz gezeigt werden.

Es erscheint sogar denkbar, noch stirkere Aussagen formulieren zu konnen,
falls auch die Richtungen der schwicheren Singularititen orthogonal zueinander
stehen, die in der Polarisationsmenge gar nicht erfallit werden. So konnte es moglich
sein, Theorien zu konstruieren, deren Renormierbarkeit auf diese Weise wesentlich
verbessert wird.

Im Minkowskiraum sind die angegebenen Resultate nicht neu, und man kann
sie auch mit anderen Herangehensweisen ableiten. Das Besondere an dem gewihl-
ten Zugang iiber die mikrolokale Analysis ist aber, daf} die Rechnungen ausschlief3-
lich im Ortsraum bleiben und unmittelbar auf die Quantenfeldtheorie in gekriimm-
ter Raumzeit {ibertragbar sind.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Diplomarbeit haben wir uns mit physikalischen Anwendungen der mi-
krolokalen Analysis vektorwertiger Distributionen beschiftigt. Wir konnten fiir
zwei wichtige partielle Differentialgleichungen der mathematischen Physik, die
Maxwell- und Dirac-Gleichungen in einem beliebigen klassischen Gravitations-
hintergrund, zeigen, dafl der Dencker-Zusammenhang mit dem gewohnlichen Zu-
sammenhang in den zugrundeliegenden Vektorbiindeln iibereinstimmt. Dies hat zur
Folge, dal man fiir Distributionen, die Losungen einer dieser Gleichungen sind,
starke Aussagen iiber ihre Polarisationsmenge machen kann: Sie setzt sich zusam-
men aus parallelen Vektor- bzw. Spinorfeldern entlang von Nullgeoditen.

Im ersten Fall, den Maxwell-Gleichungen, eréffnen sich hiermit unmittelbar
Anwendungen zum einen fiir die Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen in
einem Medium, zum anderen in der Theorie der Gravitationslinsen.

Im Fall der Dirac-Gleichung haben wir uns mit Anwendungen in der Quan-
tenfeldtheorie in gekriimmten Raumzeiten auseinandergesetzt: Fiir die Zweipunkt-
funktion eines Hadamard-Zustandes des freien Dirac-Feldes in einer global hyper-
bolischen Raumzeit konnte gezeigt werden, daf} die Wellenfrontmenge die gleiche
Form hat wie im Falle des Klein-Gordon-Feldes. Aufferdem wurde ihre Polarisa-
tionsmenge bestimmt und gezeigt, dafl diese in gekriimmter Raumzeit die gleiche
Form wie im Minkowskiraum hat.

Fiir skalare Quantenfeldtheorien kommt die Hadamard-Bedingung einer Ein-
schriankung an die Wellenfrontmenge der Zweipunktfunktion gleich. Ebenso haben
wir gesehen, dall die Hadamard-Bedingung eine weitere Einschriankung an die Po-
larisationsmenge der Zweipunktfunktion macht.

Wenn es gelingt, die Bedeutung der schwicheren Singularititen einer Distribu-
tion, die von der Polarisationsmenge nicht erfalit werden, genauer zu untersuchen,
so sollte man auf diese Weise einen Hadamard-Zustand des freien Dirac-Feldes
definieren konnen, indem man eine mikrolokale Bedingung an die Singularitéts-
struktur seiner Zweipunkt-Distribution stellt, in der gleichen Weise, wie dies im
Fall eines skalaren Klein-Gordon-Feldes bereits erfolgreich durchgefiihrt wurde.

Bei der Bestimmung der Polarisationsmenge des Feynmanpropagators und um
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so mehr bei der Anwendung auf Produkte von Feynmanpropagatoren in der Ana-
lyse von Feynmandiagrammen sind wir auf einige Schwierigkeiten gestoflen, da
die Theorie vektorwertiger Distributionen bei weitem nicht so weit entwickelt ist
wie fiir skalare Distributionen. So fehlten uns aussagekriftige Sétze etwa iiber die
Polarisationsmenge von Summen oder Produkten von Distributionen oder Ein-
schriankungen auf Untermannigfaltigkeiten, wie sie im skalaren Fall mit Erfolg
eingesetzt werden konnen.

Ungeachtet dieser Probleme konnte fiir einzelne Beispiele gezeigt werden, dafl
die Form der Polarisationsmenge des Feynmanpropagators Auswirkungen auf die
Renormierungstheorie hat: Bestimmte Feynmangraphen, die man anhand des nai-
ven Abzihlens der Potenzen bei der Berechnung der Graphen im Impulsraum fiir
divergent hilt, haben aufgrund der Stellung der Polarisationsvektoren der beteilig-
ten Distributionen in Wirklichkeit einen kleineren Divergenzgrad als erwartet.

Auch hier sollte ein besseres Verstidndnis der schwicheren Singularititen sowie
der allgemeinen Eigenschaften der Polarisationsmenge zu deutlich stirkeren Re-
sultaten fithren konnen. Ein Schwerpunkt weiterer Arbeiten sollte daher auf einem
besseren Verstidndnis der mathematischen Theorie vektorwertiger Distributionen
liegen, insbesondere auch im Hinblick auf die speziellen Probleme der physika-
lischen Anwendungen, um damit zu aussagestarken physikalischen Resultaten zu
gelangen.
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