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1 Einleitung

Thermodynamik gehort zu den méchtigsten ”Methoden” der Physik vieler Frei-
heitsgrade. Besonderes Interesse gebiithrt den Gleichgewichtszustdnden, schon
allein weil die Erfahrung lehrt, dass diese héufig angenommen werden. Auch
ergeben sich bei solchen Zusténden enorme Vereinfachungen in der Beschrei-
bungsweise. Bei endlich vielen Freiheitsgraden sind die Gleichgewichtszustdnde
im Allgemeinen durch Gibbs-Ensemble gegeben, im Limes unendlich vieler Frei-
heitsgrade verliert die gewohnliche Beschreibung durch Dichtematrizen ihre
Giiltigkeit. Es zeigt sich, dass solche Grenzwerte ein Charakteristikum behal-
ten, sie erfiillen die KMS-Bedingung. Es hat sich herausgestellt, dass die KMS-
Bedingung nicht nur notwendig sondern auch hinreichend ist. So ist es moglich
Gleichgewichtszustéinde von Systemen unendlich vieler Freiheitsgrade direkt zu
identifizieren und konstruieren. All diese Betrachtungen setzen aber eine Art
Zeitachse voraus und Gleichgewichtszustdnde sind zeitinvariant. Nun mdochte
man aber auch lokales Gleichgewicht definieren und verstehen. In Sonnenmo-
dellen etwa ist das lokale Gleichgewicht eine notwendig Vereinfachung der Be-
schreibungsweise. Es ist aber nicht immer so klar, was lokales Gleichgewicht
ist und auf gekriimmten Raumzeiten ist noch nicht einmal immer klar was
Gleichgewicht bedeutet. Buchholz, Ojima und Roos haben in einem abstrak-
ten quantenfeldtheoretischen Model auf dem Minkowski-Raum lokales Gleich-
gewicht definiert. Mit dem Prinzip der lokalen Kovarianz wird aktuell versucht,
die Interpretation des lokalen Gleichgewichts auf gekriimmte Raumzeiten zu
iibertragen. Hierfiir miissen nicht nur Zustdnde sondern auch geeignete Obser-
vablen gefunden werden. Zunéchst werden in dieser Arbeit die lokal kovarianten
Quantenfeldtheorien nach [2] eingefiihrt, wobei ein naheliegendes Theorem be-
wiesen wird, dass die Rolle der Zustandsrdume als Theorie-Reduktion hervor-
hebt. Als néchstes werden Grundbegriffe der KMS-Theorie bereitgestellt und
Ausschnitte der Uberlegungen von Buchholz, Ojima und Roos beziiglich loka-
lem Gleichgewicht vorgestellt. Bevor auf das freie skalare Feld spezialisiert wird,
wird kurz der Ubertragungsmechanismus der lokalen thermischen Interpretation
mittels lokal kovarianter Quantenfelder angegeben. In den letzten beiden Kapi-
tel werden lokale thermische Zustdnde und die Observablen des Wickquadrats
und des Energie-Impulstensors auf dem Rindlerkeil und dem de Sitter-Raum
behandelt.
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2 Observablen und Zustiande

Wenn eine Theorie ein physikalisches System beschreiben will, dann sollte sie
Messungen an diesem in Relation setzen. Insbesondere sollte sie einer Préparation
(einer priparierenden Messung) und anschliefender Messung ein Resultat zuord-
nen. So wird der Zustand des Systems durch die Préparationsvorschrift und die
Observablen entsprechend durch die Messvorschrift dargestellt. Es kann der Fall
eintreten, dass die Theorie nicht zwischen zwei (bestimmten) Vorschriften unter-
scheidet, sodass ein Zustand oder eine Observable eine ganze Aquivalenzklasse
von Vorschriften représentieren kann. Obwohl Observablen und Zustédnde bis
hierhin nichts notwendig unterscheidet, ist diese Vereinbarung niitzlich. Wie ge-
fordert, ist nun einer Messung a¢ am (System im) Zustand w ein Resultat (eine
reelle Zahl) zuzuordnen, sodass ein Zustand w auch als eine Abbildung von der
Menge der Observablen in die reellen Zahlen aufgefasst werden kann; w(a) € R
ist nun das oben nicht weiter spezifizierte Resultat. Das Resultat wird aber (im
Allgemeinen) nicht als Messwert einer Messung, sondern als Erwartungswert im
Sinne eines Ensemblemittelwertes interpretiert.

Nach dieser kurzen Motivation des Zustand-Observable-Konzepts werden wir
diese Betrachtungen wesentlich spezialisieren und annehmen, dass die Obser-
vablen selbstadjungierte Elemente einer unitalen involutiven Algebra 2 uber
C ! sind, und die Zustinde C-lineare positive normierte Funktionale? auf A
sind. Teilsysteme werden als unitale involutive Unteralgebren aufgefasst. Bei-
spielsweise wird das berithmte Teilchen auf der Geraden gewohnlich so be-
schrieben (quantisiert), dass die Observablen selbstadjungierte Operatoren A
auf dem Hilbertraum L?(R) sind und als Zustinde w normierte Wellenfunk-
tionen®f € L?(R) durch die Vorschrift w(A) = (f,Af) = [ fAf in Betracht
gezogen werden. Die Moglichkeit der Darstellung der unitalen involutiven Alge-
bra 2 durch Hilbertraum-Operatoren besteht allgemein, wobei eine Darstellung

2l - End(D)

ein l-erhaltender Algebrahomomorphismus von der Algebra 2 in die Algebra
der linearen Operatoren End(®) eines dichten Teilraum ® eines Hilbertsraums
$ ist. Wir fordern ausserdem

(@) € ()"

fiir alle ¢ € A mit dem zu w(a) adjungierten Operator 7(a)* und schlieflen,
dass 7(a) abschliebar ist. Jeder Zustand iiber der Algebra gibt Anlass zu einer
Darstellung;:

Theorem 1 (GNS-Konstruktion) Die obigen Bezeichnungen benutzend sei
w ein Zustand auf der unitalen involutiven Algebra A, dann gibt es eine Dar-
stellung

A — End(D),

1d.h. es gibt ein Einselement 1 € 2 mit la = al = a fiir alle a € A und eine antilineare
Abbildung (die Involution) 2 5 a — a* € 2A mit (ab)* = b*a*, a selbstadjungiert < a = a*,
a positiv < fiir ein b € 2A gilt a = bb*

2positiv und normiert heit, dass positive Elemente auf positive Elemente und das Eins-
element auf das Einselement abgebildet wird. Involutive Morphismen, sie respektieren die
Involution, (Algebren) werden auch *-Morphismen (*-Algebren) genannt.

3und Spurklasseoperatoren
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wobei © = w(A)Q dicht in 9 ist und Q folgendes leistet:
(Q,w(A)Q) =w(A) fir alle Ae .

Das Tripel (9,7,Q) ist durch diese Eigenschaften bis auf unitire Aquivalenz
eindeutig bestimmt, d.h., fiir jede Darstellung (9',7',Q") mit den genannten
Eigenschaften gibt es genau eine unitire Abbildung

9L e mit

(&, 7, ) = (U$,a — Un(a)U,UQ).

Die GNS-Darstellung des Zustands w wird auch (), 7, {2,,) genannt. Konkret
kann man sich die Konstruktion so vorstellen, dass 2 durch Linkswirkung auf
dem Pré&hilbertraum

D = (A/{a € Aw(a*a) = 0}, (a,b) — w(a*d))

dargestellt wird. Legt man nun den aus der Quantenmechanik bekannten Stan-
dard an, dass nur selbstadjungierte Operatoren observabel sind, so kommt man
unter Umsténden in Konflikt mit obiger Definition von observabel. Hier kénnte
man von der Darstellung fordern, selbstadjungierte Elemente auf wesentlich
selbstadjungierte Operatoren abzubilden. Dann liefert der Spektralsatz fiir selbst-
adjungierte a € 2 ein Wahrscheinlichkeitsmaf p mit

[ autare" =wta®), nen, 1)

und p(R \ o(n(a))) = 0, wobei o(m(a)) das Spektrum* des Operators m(a) be-
zeichnet; es gilt o(a) C o(w(a)). p wird als Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Messwerte der Observablen a im Zustand w interpretiert. Somit treten Messwer-
te ausserhalb des Spektrums nur mit verschwindender Wahrscheinlichkeit auf.
Héufig werden nur Observablen beschriankten Spektrums betrachtet, dadurch
begriindet, dass (bestimmte) beschrinkte Funktionen eines selbstadjungierten
Operators den gleichen Informationsgehalt wie der Operator haben und sich die
Analyse vereinfacht. Ein Grofiteil der Ergebnisse im élgebraischen Zugangist
wohl aus diesen Griinden fiir C*-Algebren® oder Von Neumann Algebren for-
muliert.

4Fiir ein Element b aus der unitalen Algebra 9B iiber C ist das Spektrum o (b) die Menge
{z € C|b — z ist nicht invertierbar }. Hier ist jedoch das Spektrum im Sinne dicht definierter
Hilbertraum-Operatoren gemeint, also € o(m(a)) & m(a) —x : ® — $ ist nicht bijektiv.

59 ist C*-Algebra < 2l ist involutive Algebra iiber C und Banachraum mit Norm | e |,
sodass |ab| < |a||b] und |aa*| = |a|? fiir alle a,b € A gilt.

6Eine Von Neumann Algebra 2l ist eine schwach abgeschlossene *-Unteralgebra von 9B($),
der Algebra der beschriankten C-linearen Operatoren eines komplexen Hilbertraums ).



3 RAUMZEITEN 7

3 Raumzeiten

Makroskopisch werden die Eigenschaften der Raumzeit gut durch die Allgemei-
ne Relativitdtstheorie beschrieben. In diesem Rahmen ist eine Raumzeit eine
vierdimensionale Lorentzmannigfaltigkeit, deren Metrik sich entsprechend der
Einsteinschen Feldgleichung mit der Materie arrangieren muss [13]. Wir wollen
dieses Modell der Raumzeit den folgenden Uberlegungen zugrunde legen, je-
doch werden wir uns jetzt nicht fiir ein Materie-Modell entscheiden und miissen
daher eine ganze Klasse von Raumzeiten in Betracht ziehen. Die Wahl fillt
auf Obj(Man); wegen der soliden Kausalstruktur sind hier viele theoriebildende
Konstruktionen maglich.

Definition 1 Fs ist M € Obj(Man) genau dann, wenn M
1. orientierbar
2. zeitorientierbar und

3. global hyperbolisch ist.

Wir werden mit M sowohl das Paar (M, gq;) aus Mannigfaltigkeit M und Metrik
Jap bezeichnen als auch die Mannigfaltigkeit selbst. Es wird zur Kennzeichnung
des Tensortyps hiufig die (abstrakte) Indexnotation verwendet.

Zu 3.: Eine Raumzeit ist genau dann global hyperbolisch, wenn sie eine abge-
schlossene Teilmenge enthélt, die von jeder nichtverlédngerbaren kausalen Kurve
genau einmal getroffen wird; eine solche Teilmenge heifit Cauchyfliche und ist
notwendig eine raumartige Hyperfliche. Global hyperbolische Mannigfaltigkei-
ten sind topologisch dquivalent zu R x S fiir eine Cauchyfliche S.

Wir definieren jetzt die kausale Zukunft (Vergangenheit) J*(=)(g) eines Punktes
qgeM

Definition 2 FEs ist p € J+(_)(q) genau dann, wenn es einen kausalen zu-
kunftsgerichteten (vergangenheitsgerichteten) differenzierbaren Weg von q nach

p gibt.

Ein differenzierbarer Weg von p nach ¢ ist eine Abbildung
0,1 4 M

mit v(0) = p, v(1) = ¢, die eine differenzierbare Erweiterung auf einer offenen
Menge, die [0, 1] enthiilt, hat.

Fiir die Definition der chronologischen Zukunft (Vergangenheit) It(=)(q)
von q € M ersetzen wir in obiger Definition kausal durch zeitartig.
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4 Lokal kovariante Quantenfeldtheorie

Anstatt direkt eine Observablen-Algebra mit Ereignis-Observablen zu konstruie-
ren, was ein schwieriges Problem aktueller Forschung ist, werden wir Obj(9tan)
als Vorrat raumzeitlicher Hintergriinde benutzen; etwa in dem Sinne wie der
Minkowskiraum M := (R?*, (dz%)? — (dx!)? — (dz?)? — (dz?)?) als Hintergrund
der Quantenelektrodynamik bezeichnet wird. Die Theorie soll dann auf allen
diesen Raumzeiten leben und wie noch zu definieren kovariant sein.

Zur Schreibweise: Die Klasse der Objekte (Morphismen) einer Kategorie A
nennen wir Obj(A) (Mor(A)). Die Quell-(Ziel-)Funktion bezeichnen wir mit dom
(cod) und definieren

Mor(A, a,b) := dom™*(a) N cod™*(b)

fiir a,b € Obj(A). Mor(A4, a,b) besteht also aus genau den Pfeilen a — b. Damit
sollte
albea

verstidndlich sein. Gilt fiir die Kategorie A immer, dass a L. b € A eine Abbil-
dung f von der Menge a in die Menge b ist, so nehmen wir als Komposition die
Hintereinanderausfithrung von Abbildungen an. Die Identitét ist dann notwen-
dig durch die Identischen Abbildungen auf den entsprechenden Mengen gegeben.
Fiir einen Funktor F' vereinbaren wir, die Objekt-(Morphismen-)Abbildung als
F(e) (F,) zu schreiben.

Wie vielleicht schon erwartet, wird zunéchst die Kategorie Man komplet-
tiert und der Kategorie 2Alg gegeniibergestellt. Sodann wird die lokal kovariante
Quantenfeldtheorie (LCQFT) im wesentlichen nach [2] definiert.

Definition 3 Es ist M 4, N genau dann in der Kategorie 9Man, wenn M, N €
Obj(Man) (Definition 1) und wenn f eine orientierungs-und zeitorientierungs-
erhaltende, isometrische Einbettung von M in N, sodass fiir je zwei Punkte

p.q € f(M) mit g € J*(p) folgt, dass J*(p) N J(q) C f(M)"gilt.

Definition 4 A = B gehort genau dann zur Kategorie ALS, wenn A, B unitale
involutive Algebren sind und wenn T ein unitaler *-Monomorphismus® von A
nach B ist.

Unter Alg verstehen wir die Einschrinkung von ALS auf C*-Algebren.

In beiden Fillen kann man zeigen, dass die Komposition von Abbildungen
die Morphismenstruktur erhélt.

Definition 5 (LCQFT) FEine lokal kovariante Quantenfeldtheorie ist ein ko-
varianter Funktor
Man - ALS.

"Diese Eigenschaft gewihrleistet, dass die durch f von M nach f(M) induzierte Kausal-
struktur mit der Kausalstruktur von f(M) in N iibereinstimmt.
8ein injektiver Algebra-Homomorphismus, es gilt also

T(ab+ Xc) = T(a)T(b) + AXT(c) Va,b,c € 2, Y\ € C.
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1. Wir nennen @Q kausal, wenn fiir M 2 f13 M € Man mit kausal getrenn-

ten fl(Ml) U/ﬂd fQ(MQ)
(@1, (Q(M)), Qy, (Q(Ms))] = {0}

mit dem Kommutator (a,b) — [a,b] := ab — ba gilt.

2. Wir sagen Q erfillt das Zeitschichtenaziom, wenn fir alle M LN € Nan,
deren Bild f(M) eine Cauchyfliche von N enthilt,

gilt.

Aus der Kovarianz folgt, dass fiir identifizierbare (isomorphe) Raumzeiten M, M,
die entsprechenden Observablenalgebren Q(M), Q(M’) identifizierbar (isomorph)
sind, wobei isomorph hier bedeutet, dass ein bijektiver Morphismus vermittelt.
Diese Eigenschaft wird schon durch die allgemeine Relativitéitstheorie nahe-
gelegt, da sie nicht zwischen isometrischen Raumzeiten unterscheidet. Eigen-
schaft 1. driickt aus, dass kausal getrennte Teilsysteme unabhingig sind. Eigen-
schaft 2. wird passend auch Existenz einer kausalen Dynamik genannt; durch
sie ist die Algebra auf der Raumzeit durch die Algebra in einer Umgebung ei-
ner Cauchyfldche gegeben, dhnlich wie beim sachgeméfien Cauchyproblem eine
Losung durch ihre Daten auf der Cauchyfliche und somit erstrecht durch ihr
Verhalten in einer Umgebung der Cauchyfliache festgelegt ist.

Wegen der analytischen Struktur wurde in [2] eine LCQFT als Funktor

Man -2 Alg

definiert. Betrachten wir nun eine solche LCQFT @ auf einer festen Raumzeit
M. Man kann nun jede offene Teilmenge O, mit der Eigenschaft, dass fiir je
zwei Punkte p,q € O mit ¢ € JT(p) folgt, dass J*(p) N J(g) in O enthalten
ist, trivial in M einbetten, wobei die Einbettung ip ein Morphismus ist. Wir
vereinbaren, dass Mengen mit dieser Eigenschaft, die zusétzlich relativ kompakt
sind, die Menge K bilden. Dann definieren wir die Abbildung

A:K 30 - Qi (Q(0)) € QM) (2)
Es gilt das folgende
Theorem 2 Fiir eine LCQFT

MNMan 9, Alg
hat die in 2 definierte Abbildung A folgende Eigenschaften:
1. Isotonie: aus O C O folgt A(O) C A(O') fir O,0" € K.

2. Fir jede Automorphismen-Gruppe G C Mor(§Man, M, M) gibt es eine Dar-
stellung

G 3 g qy € Mor(Ulg, Q(M), Q(M))
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durch C*-Algebra-Automorphismen g5 : A — A. A bezeichnet hier die kleinste
C*-Algebra, die alle A(O) fir O € K enthilt.

3. Ist Q kausal, dann gilt fiir kausal getrennte Gebiete O,0" € K
[A(0), A(O")] = {0}

4.Erfillt Q das Zeitschichtenaziom und ist S eine offene zusammenhdngende
Teilmenge einer Cauchyfiiche, dann gilt fir jedes O € K mit S C O

A(SH) c A(0).

Wobei St das doppelte kausale Komplement von S und A(S+1) die kleinste
C*-Algebra ist, die alle A(O") mit O' € K und O' C S+ enthilt.

Den Beweis findet man in [2].

Das Theorem bedeutet im wesentllichen, dass eine kausale LCQFT, die das
Zeitschichtenaxiom erfiillt, auf jeder Raumzeit eine Algebraische Quantenfeld-
theorie (AQFT) definiert. Eine AQFT ordnet jeder offenen und beschrinkten
Teilmenge einer festen Raumzeit? O eine (C*-)Algebra A(O) zu, die die lokal
messbaren beschrinkten Observablen enthélt, wobei meist gefordert ist, dass
fiir diese Zuordnung sinngemaf 1.-4. gilt:

Definition 6 (Haag-Kastler-Axiome)
1. Isotonie: O C O = A(0) C A(O"). A := UpA(O) ist die Algebra aller
lokalen Observablen.

2. Lokalitit: Fir O raumartig zu O ist A(O) von A(O') unabhingig; insbe-
sondere ist [A(O),A(O")] = {0}

3. Kovarianz: Die Symmetriegruppe G der Raumzeit wird durch Automorphis-
men von A dargestellt

a:G 3 g oy € Aut(R),
sodass agog = agg und agA(0) = A(gO) fir alle g,g" € G gilt.
4. Zeitschichtenaxziom: Wenn O eine Cauchyfliche der Raumzeit enthdlt ist,
dann ist A = A(O).
4.1 Lokal kovariante Quantenfelder

Um Quantenfelder zu definieren, lassen wir uns von der Wightman-Axiomatik
leiten. Nach dieser ist ein Quantenfeld ¢ eine (lineare) Abbildung

D(RY) — End(G).

Bezeichnet man die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit
kompaktem Tréger in der offenen Menge £ mit C§°(£2) und setzt fiir ein Kom-
paktum K C Q2

Cox () ={f € C°(Q)|supp(f) C K},

9hsufig der Minkowskiraum M
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so ist

D(Q2) = (C5° (), T),

wobei 7 die grofite lokalkonvexe Topologie ist, sodass die Spurtopologien {t N
C5x ()|t € T} von den Halbnormen

[ sup{[Xy--- Xo f(p)] [p € K}

erzeugt wird; Xq,..., X, steht hier fiir eine endliche Auswahl von glatten Vek-
torfeldern. End(G) bezeichnet hier die Endomrphismen eines Prithilbertraums G.
Die Idee ist es, das Symbol D als (kovarianten) Funktor zwischen 9tan und Test,
der Kategorie der Testfunktionen, aufzufassen, wobei D(M) die urspriingliche
Bedeutung behilt und fiir jedes p € Mor(9an)

D, :=py = p_l*
gesetzt wird. Das Quantenfeld soll nun als natiirliche Transformation zwischen
D und einer LCQFT @ aufgefasst werden. Dazu werden zunéchst D und @ als
Funktoren nach Get, der Kategorie der Mengen mit Abbildungen als Morphis-
men angesehen.

Definition 7 FEin lokal kovariantes Quantenfeld ¢ einer LCQFT @ ist eine
nattrliche Transformation zwischen D und Q.
¢ heifst kausal, wenn fir f,g € D(M) mit kausal getrennten Tragern der Kom-
mutator von ¢pr(f) und ¢ar(g) verschwindet.

Es soll also
QpO¢M:¢NODp (3)

fiir alle M 2 N € 9Man gelten. Aus Gleichung (3) folgt sofort

(b(M,g)(f) € Q((M/mg/))

fiir alle (M, ¢’) € Man mit supp(f) € M’ C M und ¢’ = g|pr. Ausserdem sind
fiir kausale @ die lokal kovarianten Quantenfelder automatisch kausal, wegen

[0 (f); dar(9)] € [Qi (Q(M)), Qi (Q(M2)]

fiir geeignete My, —» M € Man, k = 1,2.

Es wird sich herausstellen, dass man sich im Wesentlichen auf Operator-
Algebren auf Préhilbertraumen beschrénken kann, diese sind mit der starken
Operator-Topologie ausgestattet. Bildet nun @, wie D, in die Kategorie lokal
konvexer Vektorrdume und stetiger linearer Abbildungen zwischen diesen ab
und wird diese Kategorie als Ziel aufgefasst, dann scheinen Operator-wertige
Distributionen natiirliche Kandidaten fiir lokal kovariante Quantenfelder zu sein.

4.2 Zustandsriume

Im Sinne des 2. Kapitels wollen wir nun den Zustandsbegriff in die LCQFT
integrieren. Anders als in der herkémmlichen Formulierung der Quantentheorie
verlangen wir nicht, dass in jedem Zustand jede Observable messbar ist. Viel-
mehr sprechen wir jeder Algebra Q(M) einer LCQFT @ mit M € 9tan eine
Menge von Zustinden auf Q(M) zu:
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Definition 8 Fin Zustandsraum einer LCQFT Q ist ein kontravarianter Funk-
tor S, sodass S(M) eine Menge von Zustinden auf Q(M) ist fir alle M €
Obj(Man) und auf der Morphismen-Seite fiir alle p € Mor(9Man)

Sp=Qp"
gilt.

Der * kennzeichnet hier die Pullback-Konstruktion, die Kontravarianz ist schnell
bewiesen. Nun gibt es (genau) einen grofiten Zustandsraum Spq., jeder andere
verkleinert die Theorie und genau das benutzt man, um Eigenschaften unter
Beibehaltung algebraischer Strukturen zu implementieren. Bei geeigneter Wahl

des Zustandsraums S, findet man zu @) einen kleineren an S angepassten Funktor
R.

Theorem 3 Fiir den Zustandsraum S der LCQFT @ gelte

S(M) # 0¥ M € Obj(Man),

dann gibt es bis auf Aquivalenz hochstens eine LCQFT R, sodass gilt:
Es gibt eine Familie unitaler involutiver Epimorphismen!®

(Q(M) ™5 R(M)) rre objoman) mit
Riomy =7noQy VMLNEEUIan, (4)
sodass es zu jedem w € S(M) einen Zustand o auf R(M) gibt mit
o(mu(a)) = wla) v a € Q(M)

und die so definierten Zustinde o auf R(M) die Punkte trennen.
Kausalitit und die Giiltigkeit des Zeitschichtenazxioms erbt R von Q.
Gilt fir den Zustandsraum S ausserdem immer:
aus w € S(M) und b € Q(M) mit w(b*b) > 0 folgt
(Q(M) 3 a— w(b*ab)/w(b*b)) € S(M), (5)

dann ist R(M) durch eine unitale involutive Unteralgebra von End(®Dyr) rea-
lisiert, wobei s ein Prdahilbertraum ist und die Involution durch Adjunktion
(auf Dpr) gegeben ist.

Zuerst beweisen wir die Eindeutigkeit, dazu folgern wir fiir den Kern von s
ker(mar) = Nwes () ker(w),

dann ist aber

R(M) = Q(M)/ Nues(m) ker(w)
bis auf Aquivalenz, also unitaler *-Isomorphie, eindeutig. Wegen der Epimor-
phie sind die Ry, M . N € mMan durch Gleichung (4) eindeutig festgelegt,

10Eine natiirliche Transformation in einer gréBeren Kategorie.
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somit ist R bis auf Aquivalenz eindeutig.

Fiir das Zeitschichtenaxiom und die Kausalitdt benutzen wir nur die Epi-
morphie. Sei @ ein Isomorphismus, dann ist es Ry wegen Gleichung (4) auch,
woraus folgt, dass R das Zeitschichtenaxiom erbt. Ausserdem haben wir fir

My, 22 M € man

[Ry, (R(M1)), Ry, (R(M2))] = [Rf, 0 man, (Q(M1)), Ry, © mar, (Q(Mz))] =
[mar © Qp (Q(M1)), mar © Qp, (Q(M2))] = mu ([Q, (R(M1)), Qp, (Q(M2))]),

sodass auch die Kausalitit vererbt wird.

Fiir die Existenz benutzen wir die GNS-Konstruktion. Zu w € S(M) sei
(D Tw, Q) die GNS-Darstellung und @, = 7, (Q(M))Q,, dann definieren wir

Dn = {2 € Dues(m)Dw| T # 0 nur fiir endlich viele w}.

D ist dicht in dem Hilbertraum &,es(a)9w und ein gemeinsamer stabiler
Definitionsbereich fiir

mp(a) = Suesn)Tw(a), a € Q(M).

Offenbar ist 7, eine Darstellung der Algebra Q(M) durch D j/-Endomorphismen

QM) =% mar(Q(M)).

Wir setzen
R(M) :=mp(Q(M)) C End(Dpr)

und miissen fir M —5 N € Man ein Ry € Mor(A£®) finden, sodass Glei-
chung (4) gilt. Dazu berechnet man den Kern von mys, wir benutzen dafiir die
Abkiirzung ker(mys) =: Ny,

Nur = Nuesany{a € Q(M)| w(a*a) = 0}

und fiir a € Ny; das Bild unter @y, dafiir benutzen wir die Bedingung (5) und
folgern
W' (0*Qr(a)*Qf(a)b) =0V be Q(N), Vuw' € S(N),

dann ist aber

Qf(NM) CNN. (6)
Nun identifizieren wir R(M) mit Q(M) /Ny, fiir N entsprechend, und definieren
Ry(a+ Nu) = Qy(a) + Nn. (7)

Wegen Gleichung (6) ist Ry wohldefiniert und man rechnet leicht nach, dass
R; € Mor(A£®) ist. Mit oben genannter Identifikation bedeutet Gleichung (7),
dass Ry Gleichung (4) erfiillt. Ausserdem transformiert R kovariant

Ryo Ry(a+Nu) = Ry(Qf(a) + Nn) = Qgor(a) + Neoarg) = Ryor(a+ Nur).
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Wir haben fiir jedes w € S(M) Vektorzustinde €, = (Q500w)ses(ary mit
dem Kroneckerdelta d;;, die das Gewiinschte leisten, womit der Beweis abge-
schlossen ist.

Hier noch ein paar Bemerkungen. Wir kénnen R als S-reduziert auffas-
sen, in Bezug auf S ist R physikalisch dquivalent zu @Q; suggestiv: R = Q/S.
S(M) # 0V M ist in diesem Formalismus eine Minimalforderung, da man
Erwartungswerte berechnen will. Ist aber diese Minimalforderung erfiillt, dann
kann man @ Sp;q.-reduzieren und erhélt eine zu ) physikalisch dquivalente LC-
QFT, die durch Operatoralgebren realisiert ist. In diesem Sinn kann man sich
auf Operatoralgebren beschréanken, nur ist es fiir die konkrete Konstruktion
nicht unbedingt hilfreich.

Aus dem Beweis ersieht man, dass die Forderung (5) in diesem Beweis ge-
braucht wird, um die Transformationseigenschaften mit den wahllos verklebten
GNS-Darstellungen zu vereinbaren. Man kénnte Zustandsréume, die mit jedem
Zustand auch dessen Folium!' enthalten, favorisieren. Die mikrolokale Spek-
trumsbedingung uSC, siehe [BFK, Theorem 4.5], hat diese Eigenschaft.

1Die Zustinde, die durch Dichtematrizen auf dem entsprechenden GNS-Hilbertraum indu-
ziert werden. In der Darstellung mj; werden diese durch Vektorzustidnde approximiert, wenn

(5) gilt.
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5 Thermische Eigenschaften

Bei physikalischen Theorien dringt sich die Frage auf, wo sie wie nah (und
in welchem Sinn) an der Thermodynamik sind; insbesondere werden Zustéinde
gesucht, deren Erwartungswerte beziiglich einer Zeitentwicklung thermodyna-
mische Variablen sind.

5.1 KMS-Zustinde

Die Situation stellt sich also so dar, dass eine unitale involutive Algebra 2A
gegeben ist und ein Gruppenhomomorphismus

R T Aut(2),

wobei wir hier mit Aut(2) die 1- und Involution-erhaltenden Algebraautomor-
phismen bezeichnen. 7 wird im folgenden Zeitentwicklung genannt und trégt die
Zeit t als Index 7. Als Gleichgewichtszustédnde haben sich die KMS-Zustédnde
etabliert [12], sie verallgemeinern das Gibbs Ensemble und sind passiv und sta-
bil.

Definition 9 (KMS-Bedingung) Sei 2 und 7 wie oben, dann wird ein 7-
invarianter Zustand w (B, 7)-KMS-Zustand genannt, wenn es fir jedes Paar
(a,b) € A? eine auf {z € C | 0 < S(z) < B} stetige und auf {z € C| 0 < S(z) <
B} holomorphe Funktion

gibt mat
f(t) = w(ar (b)) und f(t+if) = w(r(b)a).

Auf (8, 7)-KMS-Zustidnde kann man folgendes Theorem anwenden.

Theorem 4 Der Zustand w tiber der unitalen involutiven A sei unter der Zeit-
entwicklung T invariant, dann wird die Zeitentwicklung in der GNS-Darstellung
(D, Tw, Qo) unitir implementiert, d.h., es gibt eine Einparametergruppe unitirer
Operatoren (Up)ier auf H., mit

Uy =1,

UtUs = Ut+57
U;Q, =Q, und
Uiy (a)U_y = 7, (1e(a)) fir alle te€R, a €.

Die Abbildung
t— Ut

ist genau dann stark stetig, wenn fir alle a € 2
}ir% R(w(a*m(a))) = w(a™a)

ist und nur dann existiert ein selbstadjungierter Operator h mit

U; = e~ fur alle t € R.
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Die (U;)ter findet man mit den Darstellungen (), 7, 07, Q4 )rer und Theorem
(1), die Bedingung fiir starke Stetigkeit ist nur in Termen der abstrakten Algebra
umgeschrieben und der Rest ist eine direkte Anwendung des Theorems von
Stone. Einem (8, 7)-KMS-Zustand wird die Temperatur 1/8 zugeordnet. Fiir
alle a € Aut(2) mit [, 7,] = 0 fiir alle € R, folgt, dass mit w auch w o «
ein (8, 7)-KMS-Zustand ist. Unter der Annahme, dass es zu jedem [ genau
einen KMS-Zustand gibt, folgt die Invarianz des Zustandes unter der gesamten
Gruppe
{a € Aut()|[e, 7] =0 Vz € R}.

Ein wichtiges Beispiel sind die Translationen auf dem Minkowski-Raum, die
durch kommutierende Automorphimen dargestellt werden. Ein zur Tempera-
tur 1/ eindeutig bestimmter KMS-Zustand beziiglich einer (Translations-)Ein-
Parameter-Untergruppe ist demnach translationsinvariant.

5.2 Lokale thermische Eigenschaften

In der Arbeit [4] wurde eine Methode vorgestellt einem Zustand w iiber der Al-
gebra 2 lokal thermische Eigenschaften zuzuweisen. Hierfiir zeichnet man einen
linearen Raum am ”Punkt”messbarer Observablen aus; ein gegebener Zustand
kann dann (unter Umsténden) mit diesen Observablen darauf getestet werden,
ob er, eingeschriankt auf diese, einem Gemisch von Gleichgewichtszustdnden ent-
spricht. Konkret wurde angenommen, 2 werde erzeugt vom 1-Operator und von
observablen Feld-Operatoren, generisch bezeichnet mit

¢(f), feDRY),

auf einem Hilbertraum mit gemeinsamen dichten stabilen Definitionsbereich.
Ausserdem sei die Poincare-Gruppe P durch 2-Automorphismen dargestellt
und zu jeder zukunftsgerichten, zeitaritgen und geodétischen Translation und
jeder positiven Temperatur gibe es genau einen KMS-Zustand'?. Die Menge der
thermischen Vergleichzustdnde G besteht aus tiber Temperaturen und Transla-
tionsrichtungen geeignet gemittelten Gemischen'® dieser KMS-Zusténde. Fiir
jedes z € R* wird in jener Arbeit eine Hierarchie von Observablen-Riumen,
die sich u.a. nach ihrem Ultraviolett-verhalten klassifizieren lassen, angegeben.
Diese Observablen sind im allgemeinen nur als Formen definiert. Je grofler der
Raum ist, beziiglich dessen ein Zustand!# einem Vergleichzustand entspricht,
desto néher wird er am thermischen Gleichgewicht angesehen. In der Arbeit [5]
wurde angedacht diese Methode auf gekriimmte Raumzeiten fortzusetzen.
Zunichst ist der in [5] abgesteckte Rahmen zu beschreiben; es wird angnom-
men, dass auf allen M € Obj(9Man) Quantenfeldtheorien O(M) realisiert sind.
Weiter werden "master fields” ¢ = (¢pr)pr mit ¢ € O(M) betrachtet, von de-
nen gefordert wird, dass ihre Einschrankungen auf isomorphen Raumzeiten auch
algebraisch isomorph sind, ganz dhnlich den in (3) definierten lokal kovarian-
ten Quantenfeldern. Es sei nun eine Auswahl S an master fields ausgezeichnet.

12Tn [4] wird die relativistische KMS-Bedingung benutzt.

BWie in [4] erklirt, ist der Vorwirtslichtkegel mit der Menge der betrachteten KMS-
Zusténde identifizierbar, mit dieser Identifikation werden als Mischungsoperation alle auf dem
Vorwirtslichkegel kompakt getragenen Mafle zugelassen.

14Von solchen Zustéinden wird eine geeignete Energiebeschrénktheit”gefordert.
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Vorgeschlagen wurde, dass S normalgeordnete Produkte (siehe unten) und ba-
lancierte Ableitungen (siehe [4]) der master fields enthélt. Auf dem Minkowski-
Raum M seien wie oben eine Menge homogener, thermischer Vergleichszustdnde
G ausgewihlt, dann wird ein Zustand w auf M im Gleichgewicht am Punkt p
beziiglich der Observablen in S genannt, wenn es ein o € G gibt mit

w(¢n () = o(dm(0)) V ¢ €S

Ausserdem wurde fiir das (masselose) Klein-Gordon-Feld das kovariant renor-
mierte Wickquadrat als lokales Thermometer vorgeschlagen. Wir werden auf
diesen Punkt zuriickkommen, wenn die benttigten Begriffe bereitgestellt sind.
Dann werden wir auch Zusténde, die lokal eine thermische Interpretation ha-
ben, testen, ob sie beziiglich des Wickquadrats und des Energie-Impuls-Tensors
in dieses Schema passen.
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6 Das freie skalare Feld

Man wird sich vielleicht schon fragen, ob es LCQFTn gibt. Dieser Abschnitt wird
diese Frage beantworten; fiir eine ausfiihrliche Darstellung sei auf [2] verwiesen.

6.1 Die Feldalgebra

Auf der Suche nach Quantenfeldtheorien benutzt man hiufig eine Spiegeltheorie,
die schon wesentliche Charakteristika des (zu beschreibenden) Systems darstellt.
So gehen wohl die meisten bekannten Quantenfeldtheorien aus klassischen Feld-
theorien hervor. Wir werden entsprechend zunéchst das klassische freie Klein-
Gordon-Feld betrachten. Sei also M € Obj(Man), dann ist das Feld eine unend-
lich oft differenzierbare Abbildung ¢ : M — R, die die Klein-Gordon-Gleichung
(KGGI) erfillt:

(VoV* +m? + ER)p = 0. (8)

Hier ist V die kovariante Ableitung, m? ¢ € R und R die Skalarkriimmung.
In Koordinaten 2¢ ergibt sich hier V,V?® = 1/G0,9**Gdy mit 9, := 9/0z?,
G := /—det gqp und der Metrik gqp. Ist € = 0(1/6), so nennt man das Feld
minimal (konform) gekoppelt. Die Charakteristika hier sind u.a. Vertriglichkeit
mit Einsteinkausalitéit(s.u.) und Masse m. Auf global hyperbolischen Mannig-
faltigkeiten ist das Cauchyproblem fiir Wellengleichungen und deswegen auch
fiir die KGGI sachgemés8, siehe hierzu auch [CB]; zur Erlduterung die

Definition 10 (Cauchyproblem zur KGGIl) Gegeben sei eine global hyper-
bolische Mannigfaltigkeit (M, gap), eine Cauchyfliche S C M und wug,u; €
C§°(S), genannt Cauchydaten. Dann ist gesucht ein uw € C°(M) mit (V,V* +
m? + ER)u = 0 und u|ls = ug bzw. Nu|s = uy mit dem zukunftsgerichteten
Einheitsnormalenfeld N beziiglich S.

Das Cauchyproblem heifit sachgemdj, wenn es genau eine Ldésung u gibt und
der Ldsungsmonomorphismus: (ug,u1) v u stetig ist.

Der Losungsraum ist also mit C§°(S) x C§°(S) fiir jede Cauchyflache S identifi-
zierbar. Diese Identifikation wird hiufig benutzt, analog dazu werden im gewis-
sermaflen entarteten Fall punktmechanischer Systeme Trajektorien durch An-
fangsort und Anfangsimpuls dargestellt.

Wesentlich fiir die folgenden Konstruktionen sind die Fundamentallosungen

E*:C(M) — C™(M) (9)
mit
(VoVo +m2 + ERVEXf = EX(V Ve +m? +ER)f = f V f € C(M) (10)

und supp(E* f) C supp(JE(f)). Durch diese Triigereigenschaften sind E* ein-
deutig bestimmt. Der kausale Propagator ist nun

E=E —-E*'.
Fiir den Kern, als ker E' notiert, und das Bild gilt

ker(E) = (V,V* +m? + ER)CS (M) und (11)



6 DAS FREIE SKALARE FELD 19

E(C§°(M)) = {glatte, rdumlich kompakt getragene Losungen der KGGl};

fiir spatere Zwecke definieren wir
R(M) := E(CE(M)). (12)

Auf dem Losungsraum ist eine kanonische symplektische Form gegeben durch

f.g) = /S dS nVafg — fnVg, f.g € R(M),

wobei S eine beliebige Cauchyfliche und n® das zukunftsgerichtete Einheitsnor-
malenfeld auf S ist; sie erfiillt

Q(Ef, Eg) = (f, Eg) == / dufEg YV f.g € D(M) (13)

mit dem kanonischen Maf} .

Ein Weg, aus diesen Informationen eine LCQFT zu machen, ist die Konstruk-
tion von Weylalgebren iiber den R(M), M € Obj(9Man). Eine Weylalgebra
2 (X) iiber dem reellen symplektischen Raum (X, ) ist eine von sogenannten
Weylelementen W (z), x € X, erzeugte C*-Algebra, wobei die Weylelemente die
Weylrelationen erfiillen:

W(=z) =W(z)",
W(z)W(y) = e @V 2W (x4 y) Va,ye X (14)

Wichtig ist, dass es zwischen 2 Weylalgebren iiber (X, Q) genau einen *-Isomorphismus,
der Weylelemente auf Weylelemente gleichen Arguments abbildet. Hieraus folgt,

dass 20 ein Funktor zwischen der Kategorie der symplektischen Rdume Gymp

mit den symplektischen Monomorphismen (symplektische Form erhaltend, R-
linear, injektiv) als Morphismen und 2lg ist, da es zu jedem symplektischen Mo-
nomorphismus genau einen C*-Monomorphismus!® gibt, sodass Kovarianz gilt.

Nach [Dimock] ist nun aber R aus Gleichung (12) als Funktor zwischen Mtan

und Gymyp aufzufassen, es ist lediglich R, := p, := p~ " fiir p € Mor(9Man) zu
setzen. Die LCQFT des Klein-Gordon-Feldes wird nun definiert als

WoR. (15)
Die Morpismen sind konkret gegeben durch
WoR,(W(f) = Wip.f).

Die Weylalgebra ”vertritt”die Feldalgebra mit kanonischen Vertauschungsrela-
tionen (CCR), diese wird erzeugt von Elementen ¢(f) mit

[6(f), 6(9)] = i(f, Eg),

O(Af +9) = Ao(f) + 0(9), (16)
P((VaV* +m* +ER)f) =0

15Das ist eine einfache Erweiterung, der Aussage, jede kanonische Transformation induziert
eine Bogoliubov-Transformation
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fiir alle A € C; f,g € D(M). Diese werden héufig an den Anfang der Konstruk-
tion gestellt und stellen gewissermaflen die infinitisimale Version der Weylrela-
tionen dar. Der Nachteil an der CCR ist, dass sie in keine normierte, unitale
involutive Algebra passt. Es gibt Darstellungen der Weylalgebra, in denen die
Weylelemente durch Operatoren infinitisimalérzeugt werden, die die CCR!¢ dar-
stellen.

6.2 Zustdnde auf der Weyl-Algebra

Ein Zustand w auf der Weyl-Algebra 20 o R(M), M € Obj(®Man) wird durch
das Funktional
t:D(M)> f—w(W(Ef)) eC

eindeutig festgelegt. ¢ hat folgende Eigenschaften:

L t((VoVP4+m? +£R) f) =1 fiir alle f € D(M)

2.3 crGit(fr—fi)e " BF)/2 > 0 fir alle ¢, ..., ¢, € Cund fi, ..., f, € D(M).
Gilt ausserdem

3. t(xf+g) — t(g) fir x — 0 und f,g € D(M),

so heifit w regulér. Umgekehrt definiert jedes Funktional mit den Eigenschaften
1.-3. einen regulidren Zustand auf der Weyl-Algebra, indem man Testfunktionen
identifiziert, die sich nur um einen Term der Form (V,Ve+m?+£R)f, f € D(M)
unterscheiden. Besonders handlich sind die quasifreien Zustédnde, sie werden er-
zeugt durch Funktionale der Form f — e~*(/:/)/2 mit einer positiven symmetri-
schen R-bilinearen Form s auf D(M), die

[(f, Eg)|* < 4s(f, f)s(g,g) und (17)
s((VoVe+m? +ER)f,g) =0 V f,g € D(M)

erfiillt. Wir werden annehmen, dass s Distribution in jedem Eintrag ist. Nach
dem Schwartzschen Kerntheorem hat ws dann eine eindeutige stetige Fortstet-
zung auf D(M?). In der GNS-Darstellung 7 eines quasifreien Zustandes w bzw.
t sind die unitdren Ein-Parameter-Gruppen

R z—n(W(zEf)),f € D(M)

stark stetig!?, sodass der Satz von Stone selbstadjungierte Erzeuger ¢( f) liefert,
die Felder oder auch Feldoperatoren genannt werden. Es gibt einen dichten sta-
bilen Unterraum, auf dem die Felder die Gleichungen (16) erfiillen. Ausserdem
sind die Operatoren ¢(f)+i¢(g) abgeschlossen und es existieren die sogenannten
n-Punkt-Funktionen

Wp - (f17~-~7fn) — W((Z)(fl), adj(fn))v

161n obiger Formulierung muss den infinitisimalen Erzeugern noch der Propagator vorge-
schaltet werden.
ITEs ist sogar D(M) > f + (W (f)) stark stetig.
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sie errechnen sich nach
Wn(fl? () fn) = (_i)nal|0 T an|O(")(I/V(x1-Ef1) T W(:EnEfn)) =
= (=1)"01)o - Onlot(x1f1 + oo + T fr) e~ /22 <n ook B )-
Fiir ungerades n verschwinden sie und fiir gerades n = 2m ergibt sich:

wn(fla-"afn): Z HWQ(fu’fvfu’g)7

ul,...um™ k

mit {ul, ..., ul} = {1,...,n} , u¥ <ub und

walf.9) = s(f,9) + 5(, o).

Sie verschwindet, wenn ein Eintrag von der Form (V,V® +m? + ¢R)f ist. Es
ist jetzt praktisch zu komplexwertigen Testfunktionen iiberzugehen, dazu setze
man die Feldoperatoren so ¢(f) := ¢(Rf) + id(Sf) fort, dadurch wird fiir wo
eine Fortsetzung induziert. Wegen (17) ist

wa(f, f) = s(RE,RF) + s(SF,Sf) + (RS, ESSf) =
(Vs(RF,RF) — /s(SF,S0)” +2v/s(RE,RF)s(SF,Sf) + (Rf, ESS) = 0,

Man kann zeigen, dass wy auf dem symmetrischen Fockraum zu D(M), jetzt als
komplexwertige Testfunktionen zu lesen, in kanonischer Weise eine degenerierte
Préhilbertraumstruktur definiert. Mit einem Standardverfahren erhélt man ei-
ne Fockraumdarstellung, unter Umstédnden bis auf Irreduzibilitdt, die dquivalent

zur GNS-Darstellung von w ist, wobei die Weylelemente nur reelle Argumente
haben.

Welche Zustande sind physikalisch sinnvoll? Auf Raumzeiten mit nicht trivia-
ler Symmetriegruppe sind invariante Zustédnde ausgezeichnet. Wenn die Raum-
zeit die Form M = (R x S, 1 x (—hgp)) hat, wobei (S, hqp) eine 3-dimensionale
riemannsche Mannigfaltigkeit ist, dann kénnen KMS-Zustédnde beziiglich Trans-
lationen in 0-Richtung definiert werden. Die KGGI ergibt sich hier zu

(05 — As +m* +ER)¢ =0,

mit dem Laplace-Operator Ag = 1/H8¢Hh““8;€ auf S und H = v/det hyy,. Mit
den eben eingefiihrten Bezeichnungen gilt [Kay]

Theorem 5 M global hyperbolisch <= S als metrischer Raum wvollstindig
<= S als Riemannscher Raum geoddtisch vollstandig. Fir global hyperbolische
Raumzeiten dieses Typs ist —Ags+m? auf D(S) wesentlich selbstadjungiert und
sein Abschluss ist ein selbstadjungierter positiver Operator auf L*(S, Hcl?’ac)18

Dieser Satz bleibt fiir die konform gekoppelte KGGI richtig, wenn £R nur eine
kleine Storung fir —Ag ' und groBer —m? ist, was wir annehmen wollen. Wir
kiirzen fiirs folgende ab

B:— —As+mZ+ (R’

18Das ist natiirlich der Hilbertraum der beziiglich der Mafies Hd®z iiber S quadratintegrier-
baren ” Funktionen”.
19Der Strich bezeichnet den AbschluB des Operators.
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Nun kénnen Propagator E, Grundzustand w$® und KMS-Zusténde wf ZU posi-
tiven Temperaturen 1/ mit Hilfe des Spektralsatzes konstruiert werden, wobei
der Integralkern eines Operators A auf L*(S, H(x) dx) mit A(x,y) bezeichnet
wird?°[1]:

sin B(t — s
B(tx,5,y) = P iy (18)
1 .
wse(t,x,8,y) = ﬁe_ZB(t_s)(X, y) (19)
1 efiB(tfs) eiB(tfs)
wg(taxvsv}’):ﬁ[l_e_gjg - 1_653]()(7}’) (20)

Fiir spitere Zwecke fithren wir hier die Differenz von KMS-Zustand wg und
Grundzustand w3® auf:

(W5 — W)t x,5,y) = cos(B(t — ) (B 1) (xy)  (21)

Ohne geniigend grofie Symmetriegruppe bleibt die Klassifizierung der Zusténde
nach lokalen Daten. Als physikalisch sinnvoll werden die Hadamard-Zusténde
angenommen. Ein Hadamard-Zustand hat fiir kleine geoditische Absténde /o (x, y)
zwischen den Punkten x und y die Form

al) = HED o) moa,) + o) (22)
mit
ue.) o (G(2)G(p)) | det o ey,

G wie bei Gleichung (8) und glatten Funktionen v, w, wobei v eine Funktion o
und vom Zustand unabhéngig ist. Zwei Hadamard-Zustdnde unterscheiden sich
also nur um eine glatte Funktion. Dieses Faktum wird zur Definition des Wick-
quadrats benutzt. Das Verhalten des Minkowski-Vakuums fiir kleine geodétische
Abstéande kann als Motivation fiir Gleichung (22) angesehen werden. Nach Rad-
zikowski charakterisiert man die Hadamard-Zustédnde durch Festlegung der Wel-
lenfrontmenge (WF) der 2-Punktfunktion in eleganter und dquivalenter Weise.
Fiir die Bezeichnungen sei auf [18] verwiesen. Dazu betrachten wir 2 Punkte
p.q € (M, gap) € Obj(Man), bezeichnen mit W, , die Menge aller zukunftsge-
richteten lichtartigen geodétischen Wege von p nach ¢ und definieren

Hpq = {(7(0)%, _"Y(l)b)h’ € Wy q}-

Definition 11 (Hadamard-Zutinde nach Radzikowski)
Unter Benutzung obiger Bezeichnungen ist ein quasifreier Zustand dann und
nur dann ein Hadamard-Zustand, wenn die 2- Punktfunktion wsy

Z(p’q)(“&) = {a(Na, Cb)\(gﬁcnc, QZCCC) € Hp,q, >0}
fiir alle p,q € (M, gap) erfiillt.

In [3] wurde Definition (11) zur mikrolokalen Spektrumsbedingung (1SC)
verallgemeinert. uSC erfasst auch nicht quasifreie Zustdnde und wie schon zitiert
mit einem Zustand sein Folium.

20Dje entsprechende Form ist formal dann

(f,9) — /d(t,x7svy)H(X)H(y)A(t,x,s,y)f(t,X)g(s,y)-
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6.3 Normalgeordnete Produkte

Die Feldalgebra enthélt nun aber nicht alle gewiinschten Observablen. Ein Schritt
zur Erweiterung ist die Einfiihrung von normalgeordneten Produkten, die in Be-
zug auf einen Zustand w renormiert sind

el w(ew(f)) = () (23)

Fiir Hadamard-Zustédnde definiert man in vertréglicher Weise

i1, =1,
: ¢(f) w = ¢(f)a
I o) w=0(f0): [T o(f)iw— D wolfofi): [I (i) -
0<k<n 1<k<n 1<k<n 1<j<n;j#k

Diese Operation ist natiirlich auf der abstrakten CCR-Algebra definiert; das nor-
malgeordnete Exponential in Gleichung (23) kann als Erzeugendes Funktional
angesehen werden. In der GNS-Darstellung eines Hadamardzustands konnen die
normalgeordneten Produkte als Operator-wertige Distributionen auf die Diago-
nale eingeschrénkt [3] und dadurch Wickpotenzen definiert werden,

29" ()

Eine Modifikation dieser hier nur angedeuteten Konstruktion fiihrt zu lokal kova-
rianten Quantenfeldern [9]. Man ersetzt in der Definition der Wickpotenzen die
willkiirlich gewédhlten Zusténde durch die lokal definierte Hadamard-Parametrix
H, ihre Konstruktion ist mit Gleichung (22) verkniipft, siehe hierfiir [16]. Wir
interessieren uns fiir das Wickquadrat. Der Erwartungswert : ¢(f)¢(g) :g im
Hadamard-Zustand ' ist wegen der Hadamardbedingung eine regulire Distri-
bution

(.9) > [ dndsl Pl f @)yl
In diesem Sinn definieren wir

' p(x)p(x’) :g) = F(z, o). (24)

und erhalten

W% g () = lim ' (: @(x)d(2)) i)

x'—x

6.4 Der Energie-Impuls-Tensor T},

Wir nehmen hier mit ¢ = 0 den minimal gekoppelten Fall an. Der Energie-
Impuls-Tensor des klassischen Klein-Gordon-Feldes ¢ ist definiert als

Tun() = Vab (@) V36(2) — 1 001 (2)(Ved (@) () — m(x)?)

Da ¢ glatt ist, kann man hierfiir auch

Tur) = 1 (VoV}~ Lou(@)(VeV* ~m?)o(@)o@’)  (25)



6 DAS FREIE SKALARE FELD 24

schreiben. Gleichung (25) motiviert folgende Definition. Fiir ' nahe x setzen
wir

Dasfl,2') = (Va V) — %gab(x)(VcV’c — ) f(z, 7)) (26)

und definieren den Energie-Impuls-Tensor
Top(x) g = Il/imx Doy : ¢(z)p(2') i, (27)
Fiir einen Hadamardzustand ' erhalten wir

O (Top(z) ) = ml/lglx Doy F(x,2'),
wobei F' die regulére Distribution w) — H ist.

Fiir eine Behandlung des Energie-Impuls-Tensors und insbesondere der Kon-
struktion der Hadamard-Parametrix sei wieder auf [16] verwiesen. Dort wird
auch gezeigt, dass Energie-Impuls-Tensor, Wickprodukte und Felder in einer
vergrosserten Algebra liegen.
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7 Auf dem Minkowski-Raum

Wir m6chten hier nur die Resultate bereitstellen, die im weiteren Verlauf benétigt
werden. Mit Gleichungen (18), (20) und (21) erhélt man fiir den Propagator A
und die KMS-Zusténde Ag

3

Az —y) = —(2m) 73 / d?f sin P(x — y) (28)

_3 d3p efip(wfy) eiP(Ify)

Aﬁ(x_y):(2ﬂ) ﬁ 1 — e—BPFo - 1_6[3130] (29)
5 [ d®pcos P(z — )
—_ -3 el
(A5 - Ao —y) = (2m)* [ TLEETE (30)
Mit Gleichung (30) berechnet man das Wickquadrat
Bale i ) = o) [ PR -0 @

Der Erwartungswert ist offensichtlich positiv und in 8 streng monoton fallend.
Fiir verschwindende Masse findet man

1
12327

als die Observable des lokalen Tempe-

Ap(: ¢* :an (x)) (32)
sodass man hier geneigt ist, 12 : ¢? :a
raturquadrates zu definieren.

Fiir den Energie-Impuls-Tensor findet man mit Gleichung (30)

oo

Ap(Topa..) = (2m) 73 / d®p Pyt (PP — 1)1 ((m? + 4/3p%)60ador — Nabp*/3),

wobei ;5 das Kroneckerdelta bezeichnet. In einem anderen Lorentz-System er-
gibt sich

Ag(Tapa,,) = (2%)73/d3p Py 1)~ (m* +-4/3p?)eaer—napp®/3). (33)

e® ist der normierte Vektor in Richtung der Zeitachse, beziiglich derer der KMS-
Zustand préapariert ist. Fiir das masselose Feld ergibt sich

2

iy
Ap(Topa.,) = W(4eaeb — Nab)- (34)

Fiir einen Zustand w auf einer Raumzeit M, der sich nach [5] am Punkt p € M
im Gleichgewicht beziiglich Wickquadrat oder Energie-Impuls-Tensor befindet,
miissen w(: ¢ : (p)) bzw. w(T,,) durch konvexe Kombinationen der Terme (31)
bzw. (33)?! dargestellt werden konnen.

21Hjer ist der Tensorcharakter von T, zu beriicksichtigen.
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8 Auf dem Rindlerkeil

In diesem Kapitel wird das massive KG-Feld auf dem Rindlerkeil (RK) betrach-
tet. Das Ziel ist es Erwartungswerte des Wickquadrats und des Energie-Impuls-
Tensors in KMS-Zustdnden zu berechnen. Es stellt sich heraus, dass es einen
geeigneten Operator VA gibt, mit dem wie in Gleichung (21) die Zustinde
berechnet werden kénnen. Der RK kann als Teilmenge des Minkowski-Raums
(R*, nap) aufgefasst werden:

(RK, gap) = ({z € R 2! > [2°[}, 1jap| rxc)-
Nach dem (globalen) Koordinatenwechsel
T = (e”\ sinh ¢, e* cosht, y, z)
erscheint der RK in der Gestalt:
(R, e® (dt? — dN?) — dy? — dz?).

Translationen in ¢-Richtung um s bedeuten Boosts in z!-Richtung mit Rapi-
ditét s, die Kurven ¢ — (t, Ao, Yo, 20) werden als gleichméiflig beschleunigte Tra-
jektorien angesehen. Der RK hat die Eigenschaft alle zeitartigen geodétischen
Beobachter zu verlieren, diese verlassen ihn in endlicher Eigenzeit durch die Hy-
perfliche A\ = —co, t > 0 oder in den alten Koordinaten 2! = z°; entsprechend
treten durch #! = —z° neue Beobachter in den RK ein. Die Hyperliche A = —co
heifit Rindler-Horizont. Die KGGI. lautet

(e7M0F — 03) — 07 — 02+ m*)p = 0.

Mit dem Operator
A=-0—e" 0]+ 07 —m®)

auf L?(R?) kénnen sinngemif wie in Gleichungen (19), (20) Grundzustand und
KMS-Zustéinde konstruiert werden, da dieser auf D(R?) wesentlich selbstadjun-
giert ist [1]. Man bezieht sich somit auf das Maf$ d(t, \,y, 2)>? was bei der Be-
rechnung von Integralkernen beachtet werden muss. Wir werden als erstes fiir A
eine Multiplikatordarstellung konstruieren, als zweites aus dieser ableiten, dass
durch Gleichungen (19), (20) Grundzustand und KMS-Zustéinde definiert sind?3
und als drittes den Erwartungswert des Wickquadrats und des Energie-Impuls-
Tensors in KMS-Zustédnden berechnen. Wir werden die Bezeichnung ¢ = (y, 2)
benutzen.

8.1 Eine Multiplikatordarstellung fiir —9; —e*'(92+92—m?)

Wenn man den Separationsansatz ¢()\,q) = f(ue)e®? | yu > 0 in die Eigen-
wertgleichung A¢ = u2¢ einsetzt, ergibt sich

s2 () + sf'(s) + (u® = s*(p* + m?)p=?) f(5) = 0.

22 Auf statischen Raumzeiten (R x S,adt? — h) mit 9:a = 0 und einer t-unabhingigen
riemannschen Metrik h auf der Cauchyfliche S ist die KGGL dquivalent zu (8t2 + A)f =0,
A = —a/G8;h** Gy, + a(m? + £R). Wenn nun die Konstruktionen (18), (19), (20) sinngeméf
mit A auf L2 (S, (G/a)(x)dx) gelingen, dann muss diesen noch die Abbildung (f, g) — (af,ag)
vorgeschaltet werden, um Zusténde zu bekommen.

23Positivitit und KMS-Bedingung konnen leicht aus (19) und (20) hergeleitet werden.
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Fiir 42 = p? + m? erkennen wir die modifizierte Bessel-Gleichung, fiir die ein
geeignetes (uneigentliches) Orthonormalsystem bekannt ist. Es handelt sich um
die modifizierten Besselfunktionen 2. Gattung imaginirer Ordnung (Kjy)u>0-
Die modifizierten Besselfunktinen 2. Gattung kénnen als holomorphe Abbildung

Cx(C-0)>3(2,2)— K, (2)eC

aufgefasst werden. Ihre fiir das Folgende wichtigen Eigenschaften sind?*

K(z) "= \/Z e *(1+0(z),

Ko(z) "= O(In 2),
K. (2) =" 0("),
| Kinto(2)] < e K,(Rzcosa), u,v €R, Rz >0, —7/2<a<w/2 (35)
Ungleichung (35) sieht man mit der fiir 2 > 0 giiltigen Integraldarstellung

2K ./(2) = /dtexp(—z cosht + 2't); (36)

der Integrand ist offensichtlich holomorph in ¢. Man kann jetzt den Integrati-
onsweg R nach R + i mit —7/2 < a < 7/2 verschieben ohne den Wert des
Integrals zu &ndern und erhélt so

12K ;u10(2)] = |/dtexp(f§chosacosht7vtf au+if(t))]

mit einer reellen stetigen Funktion f, woraus (35) folgt. Ausserdem benétigen
wir das folgende (siehe [8])

Theorem 6 (Kontorovich-Lebedev-Transformation (KL)) Die Vorschrift

KLf(z) = /OOO du K (2) f(u)

definiert einen unitdren Operator

n2dIn(u) . kL

L*(Ry, 2Sinh(m)) — L*(Ry, dIn(x))

Die Inverse ist

KL 'g(u) = %u sinh(7u) /OO dln(x) Ky (x)g(z)
0

Hierbei ist die Vorschrift in der L?-Norm von einem dichten Unterraum fort-
gesetzt zu verstehen und Ry = [0, 00). Wir werden jetzt KL schrittweise an das
Problem anpassen. Dazu vereinbaren wir fiir eine Funktion g den Multiplikati-
onsoperator

f=af,

240 ist das Landausymbol.
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fiir dom(f) = dom(g) und cod(f) = cod(g), § zu nennen®. Zuniichst betrachten
wir den unitdren Operator I, definiert durch

72d1n(z) | \/7%/(2esinh(we))
_— —_—

LA(R. dz) 25 2R, dIn(2)) X5 L2(R

L*(Ry,dx).
Fiir Testfunktionen f € D(R) finden wir die Formel

If(u) = (2usinh(mu)/7?)1/? /dew(ex)f(x).

Fiir positives p diirfen wir I noch die Translation um In g vorschalten und
erhalten so den unitdren Operator I, mit

I,.f(u) = (2usinh(ru)/m?)'/? / de K, (ue®) f(x) Vf € D(R).

Mit der 2-dimensionalen Fouriertransformation Fs,

Fag(p) = (2m)7" /d2q e "g(q) Vg € L' (R?),

haben wir einen unitidren Operator

L2R?) 222 [2(R, x R?),

und schlie8lich definieren wir die Vorschrift J durch
Jf(u,p) = L) @ Fof (u,p) Vp: p* # —m?,

mit u(p) = (m? + p?)'/? und hoffen, dass er A diagonalisiert. Auf {p?> = —m?}
muss der Wert nicht definiert werden, da es eine Nullmenge ist. Im Folgenden
schreiben wir wieder p fiir p(p). Konkret findet man

T (u,p) = (usinh(ru)/20")/ / g (M P F (N q) = (37)

(2usinh u/7%) V2K LY (Fof(In(e/p), p))(u) Vf € D(R?).

Seien jetzt €, K gegeben mit 0 < € < K < 0o, dann ist obiger Integrand auf dem
Bereich € < 4 < K in u, p unendlich oft differenzierbar mit Ableitungen, deren
Tréger fiir e < p < K alle in ein Kompaktum passen. Daraus folgt, dass

Jf € C®(Ry x (R? — {p* = —m?}))

ist und unter dem Integral differenziert werden darf. Als n#chstes wollen wir
genauer kldren, wohin J abbildet, dazu testen wir auf Quadratintegrierbarkeit.
Fiir festes p : p? # —m? ist Fof(In(e/p),p)) € D(R,), sodass wir mit Theorem

(6)
/u>0d(p,U)|Jf|2 — /dp/u>odu|Jf|2 _

25Fiir komplexwertige Funkionen ist das natiirlich wohldefiniert.
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/dp/>0 dU(Qusinhwu/ﬂ—z)_l|KL—1(]:Qf(ln(./’u)’p))(u”z _
/dp/>o daa ™! Fo f (n(x/p), )" =

[ [aslzarenl = [doairooP

bekommen; also ist J eine Isometrie. Als Kandidat fiir die Umkehrabbildung
haben wir H, definiert durch

H(\q) = Fof /

u>

. du(2u sinh wu/7%) Y2 Ky, (ue) £ (u, 0))(q),

wobei Fp = F, ! ist. Beziiglich der L2-Norm ist D(R, x (R? — {p? = —m?}))
dicht in D(R4 x R?), hieraus folgt, dass H dicht definiert ist. Wie bei J kann
man zeigen, dass H isometrisch ist. Nun probieren wir Jf, f € D(R3) in H
einzusetzen, zunéchst

/>0 du(2usinh wu /7)Y 2 Ky, (pe) (2u sinh wu/n2) "2 K LY (Fa f (In(e /1), p)) (u) =

KL(KL™Y(F2f(In(e/p), p))(ne?) = Fof(A,p)

und damit ist klar, dass H eine dicht definierte isometrische Links-Inverse zu J
ist. Hieraus folgt auch, dass die Fortsetzung von H und auch die Fortsetzung
von J, die wir wieder mit J bezeichnen, unitéir sind.
Wir berechnen jetzt
Jlou?oJ

fiir f € D(R3), dazu betrachten wir

@? o J f(u,p) = (usinh(ru)/27")"/*u? / AN g (pe)e ™ P f(A, q) =

(usinh(ru)/2m)1/2 / AN GA(K, (ue)e ) f(X, g) =

(u sinh(wu)/27r4)1/2/d)\dqum(ue’\)e_iquf()\, q) = Jo Af(u,p),

dann ist aber
AcJ tou?oJ

und wegen der wesentlichen Selbstadjugiertheit auf D(R?) die eindeutige selbst-
adjungierte Erweiterung und Multiplikatordarstellung gefunden.

8.2 Existenz von KMS-Zustanden auf RK

Ein Matrixelement von W (A) mit einer auf Ry Lebesgue-mefibaren Funktion
W berechnet sich nach

(F.W(A)g) = (T, W (u2)Jg) = / () / ap TF(wp)Jg(u,p). (38)

fig(u)
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f;g ist fiir alle f,g € L?(R3) iiber R, integrierbar. Damit durch Gleichungen
(19) und (20) Grundzustand und KMS-Zusténde konstruiert werden kénnen,
reicht es zu zeigen, dass f;g V f,g € D(R3) in einer offenen Umgebung der 0
stetig ist und

lim |f;g(u)u™®| < o0V f,g € D(R?) (39)

gilt. Hierfiir werden wir f;g fiir f,g € D(R*) umformen, mit der Abkiirzung
fa(\,p) = Faf (A, p) ergibt sich

figlu) = usinh(ra)/a?) [ @ [ AN (ue) 20 )
: / AN Ko (pe? g2 (N, p).-
Mit der Formel

’ ]_ ’
K (peM K, (e ) = 3 />0 dv v Ky, (v) exp(—v cosh(A — X) — p2eM™ /20)

erhalten wir
fig(u) = (usinh(wu)/7r2)/d2p /d)\/d)\’/ dv v Ky (v)-
v>0

-exp(—v cosh(A — X') — p?e* /20) fa (A, p)ga (N, p).

Man sieht leicht, dass fiir p* # —m? in obiger Formel [dX [d)\ [ . dv durch

Jio0d(A, X, ) ersetzt werden darf und da {p* = —m?} eine Nullmenge ist, gilt
es ohne Einschrinkung. Die auf v > 0 stetige Fuktion Kj,, erfiillt

Kiu(2) =" 0(1)

(der Fall v = 0 muss nicht betrachtet werden), damit folgt

/ d(\, N, v)v ™ Ky (v)] exp(—v cosh(A — \))-
v>0

-/dzp exp(— 2 /20) fa (A, p) f2 (X', p)| <

C/ d(A, N, v)v ™ Ky, (v)]| exp(—v cosh(A — \))-
v>0
(R — |A)O(R — |N)ve > < o0,
fiir geeigetes C, R > 0 und der Heavisidefunktion 6. Fiir f : g bekommen wir so

usinh(ﬁu)/ﬂz/ d(X, N, p,v)o™ Ky (v)-
v>0

~exp(—vcosh(A — ) — 2eX /20) fo (X, p) g2 (N, p) =

wsinh(ru)/27%) [ dOva X, ds0)e X Kiu(o)
v>0
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-exp(—v(cosh(A = N) + e (g — ¢')?/2) — AN m? 20) F (N, @) f(N, ).

Mit der Integraldarstellung (36) kann das Integral noch umgeformt werden, man
erhélt

figu) = / A g, X, ) A g, N @)V O 0)g(X, )
mit dem Integralkern &£

E(u, N\, q, N, ¢') = usinh(ru)/(27%) dve ™ Ky, (v)-
v>0

cexp(—v(cosh(A — N) + e > (g — ¢)2/2) — MV m?/20).
Fiir m? > 0 folgt

2 .
§(u, A g, N ) = ;%usinh(m&)/dw e K (v(w, A g, N q)) [y (w, N g, N ')
mit
v(w, A, q, N, ¢') = m(2cosh(w)eM + e + 2 + (¢ — ¢)?)V2

Im Fall m? = 0 ergibt sich

E(u, N\, q, N, ¢") = usinh(ru)/(27%) /dw (2 cosh(w)e M 462+ +(g—¢')?) .

(40)

Hieraus kann man leicht erkennen, dass f; g stetig ist und (39) erfiillt. Die

Konsequenz ist, dass durch (19) und (20) Grundzustand w® und KMS-Zusténde
w?, B3>0, definiert sind.

8.3 Berechnung von w’(: ¢ : (t,\,q)) und w? (T, (t, A, q))

Um den Erwartungswert des Wickquadrats und des Energie-Impuls-Tensors zu
berechnen, verschaffen wir uns die Funktion

W SN Q)P N q') o) =t F(t =/, A\, N, q—¢') mit

L ()d(g) iy =1 (f)D(g) cwr -
Mit Gleichung (21) ergibt sich fiir f, g € D(R*)

6 0()0l0) ) = [ et [ R [ [ax [ax [aq [ ag costute—)

(27 71 (P —1) ! sinh (u) Koy (e Ko (neX )@= £ (1A, q)e® g(t', N, ¢').

Der Integrand ist fast iiberall stetig und mit Gleichung (35) findet man die
fast iiberall stetige Majorante

C(e’* 1)t sinh(ru)e 22 K2 (cos alple F)O(R—|(t, N, ) )O(R—|(t', N, ¢')|)e*F
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mit geeigneten C, R > 0. Fiir 8 < 7 wéhlen wir o = 7/2 — 3/3 und sonst o = 0.
Bei dieser Wahl von « ergeben sich integrierbare Majoranten, es folgt

cos(ut)

F(t, AN, ) = (20%)! / d(u,p) (41)

u>0 65“71

-sinh(mu) Ky (pe) Ky (pet e

Fiir p? # —m? ist der Integrand glatt und mit der Formel
—20, K, (2) = Ky_1(2) + Ky 41(%)

und Gleichung (35) kann man zeigen, dass fiir jedes R > 0 beliebige Ableitungen
des Integranden von Termen der Form

C(eP* — 1)L sinh(mu)e 22" K; (cos(a) pe ™ B) K (cos(a) pe ™ ) (e )ik pm

mit geeigneten C' > 0, i,k,m € N fiir alle A\, \' € [—R, R] majorisiert werden.
Hieraus folgt, dass F (¢, A, N, q) glatt ist und unter dem Integral differenziert
werden darf.

Der Erwartungswert des Wickquadrats ist gegeben durch

sinh(7u)

F(0,\,\,0) :(274)*1/ d(u, p) Kiy(uet)? = (42)

u>0 eﬁu—l

3 _ sinh(7u)
T 3% 2>‘/ duﬁui(l/ dn nKiu(n)?.
u>0 emt = n>me

Man erkennt den qualitativen Verlauf des Erwartungswerts auch in den Para-
metern § und m. Mit Gleichung (40) berechnet man fiir das masselose Feld

F(0,\,\,0) = (126%e2*) 71,

Ein Beobachter
Crg: 8 (ef)‘s,)\,q)

wiirde seinen Messungen die Eigenzeit s zu Grunde legen, sodass er dem Zustand
w? die inverse Temperatur 1 /T =0 = Be* zuordnen wiirde. Und so kann man
w? als Priparationsvorschrift auffassen, die relativ zum Beobachterfeld

()‘a q) — Chq

variierende Temperatur liefert. Der Beobachter kann durch Messung des Wick-
quadrats : ¢? :oo die Temperatur von Zustinden, die er als Gleichgewichts-
zustinde ansieht, berechnen. Durch eine Anderung der Renormierung finden
wir die lokal kovariante Fortsetzung des in Gleichung (31) betrachteten Wick-
quadrats auf M. Es ist bekannt, dass die Einschrankung von A, auf den RK
der KMS-Zustand w?™ beziiglich der eben betrachteten Boosts auf dem RK ist.
Hieraus folgt, dass

: QS?%K 21
das Wickquadrat
: ¢§,ﬁ ‘00
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lokal kovariant fortsetzt. Wir erhalten fiir m =0
WO (: PRy t2n (8,2, q)) = (12621 7H(B72 — (2m) 7). (43)

Man erkennt, dass w” nur fiir 3 < 27 nach [5] beziiglich des Wickquadrats26
eine thermische Interpretation besitzt. Dies bleibt fiir das massive Feld richtig,
einfach weil (42) positiv ist und in 8 streng monoton fillt. Beachtet man jetzt
noch die Beschleunigung des Beobachters,

a:e_’\7

so ergibt sich fiir das masselose Feld
12(")5( ¢2RK 27 (t7 Aa q)) = B_Q - 0,2/(47'['2).

Wir werden auf dem de Sitter-Raum die gleiche Formel finden.
Wir werden den Erwartungswert des Energie-Impuls-Tensors darstellen in
der Form

sinh(7u
W (Tup(N)oo) = 3™ / duﬁui(_) / dn n tap(Xmu)  (44)
u>0 (e 1) n>me?

fiir die Renormierung mit dem Rindlergrundzustand, oder fiir die kovariariante
Renormierung

PR sinh((x — /2)u)
AT(Ner) = (2597 [ R / >mexdnntab()\7n,(U)~)
45

Es ergibt sich:

) = 5 (4 PR )+ (K () + Kaua () (46)

ta(Asm,u) =t (A, w) — K2, (1) (47)
tyy(Am,u) = 972A(%(U2 —m?e* K2, (1) — T); (Kiut1(n) + Kiu—1(1))%) (48)
tyy (A, m,u) =tz (A, u) (49)

V0 ey (A0, w) > PP (ARG, (1) /2 + (Kius (1) + Kium1(0))?/8) "0 gan(N)
V(A et u) = 0. E???

Die nicht aufgefiihrten ¢, verschwinden. Mit Gleichungen (44) und (51) erkennt
man, dass der Erwartungswert des Energie-Impulstensors erhalten ist, wie es
auch sein muss. Aus Gleichung (50) folgt, dass w”(T,,(\)so), als quadratische
Form, auf den kausalen Vektoren nichtnegativ und auf den zeitartigen Vekto-
ren positiv ist. Das bedeutet, dass jeder Beobachter eine positive Energiedichte
misst und iiberdies fillt diese in § und A streng monoton von oo auf 0, wie
man an Gleichung (44) erkennt. In der kovarianten Renormierung erfiillen dann
natiirlich nur Zustédnde mit 8 < 27 die Bedingung

W (TN 2r))v% 0 >0 V0?1 v, > 0.

26Eine andere AusgangsRenormierung auf M wiirde daran nichts &ndern.
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Diese Bedingung ist aber notwendig fiir eine lokale thermische Interpretation
nach [5], dies folgt aus Gleichung (33).
Fiir m = 0 kann man die Integrationen ausfithren

P (TulN)o) = - 028~ 4 587) 52

P (Tir (Vo) = 50" (TN (53)

(T (N) = (T W) = S (257587 (5)
PO T (o) = o (59

P (T () > S 872 000, (56)

18

Ein momentaner Beobachter v* kann sich mit diesen Gleichungen seine kalori-
sche Zustandsgleichung zusammenstellen

02X o2
—— (2m? B 5672+ (v v v?) ———

ot b A A
E(B,\) = (v'v'+v v /3) 60 90

(w674 =5872).

(57)
Der Beobachter cy 4 hat hierfiir eine thermodynamische Interpretation, so wird
er beispielsweise dem Zustand w? die Entropie

S = 27273 /(45a%) + T /12

zuordnen. Man erkennt an Gleichung (55), dass die Spur in kovarianter Renor-
mierung nur fiir 3 = 27 verschwindet. Fiir § # 27 kann w? beziiglich T, keine
thermische Interpretation nach [5] besitzen. Aus Gleichung (34) folgt ndmlich,
dass dazu eine verschwindende Spur notwendig ist.

Durch Gleichung (54) ist die ”Temperatur” 8o, = (72/5)/? fiir diese bzw.
Bor = (47%/19)'/2 fiir die kovariante Renormierung ausgezeichnet. Bei diesen
Werten ist der Feldimpuls tangential zur (¢, A)-Fliche. Sei nun 8 € (B2, 27),
dann gilt

W (Tyy(N)2r) < 0 (58)

und man erkennt an Gleichung (45) und (48), dass Gleichung (58) auch noch
fiir eine geniigend kleine Masse mg > 0 erhalten bleibt. Ausserdem sieht man,
dass fiir festes 8 und mg > 0 das Vorzeichen der linken Seite von Gleichung (58)
nur von e*mg abhiingen kann. Fiir das massive Feld folgern wir daraus, dass fiir
0 € (B2x, 2m) und geniigend kleine A Gleichung (58) gilt. Wenn aber Gleichung
(58) gilt, kann es keine thermische Interpretation nach [5] beziiglich T, geben,
wie man an Gleichung (33) erkennen kann. Fiir (472/19)!/2 < 8 < 27 besitzt
wP in einer Umgebung des Rindler-Horizontes beziiglich Ty; keine thermische
Interpretation nach [5] und man kann erwarten, dass dies auch fiir kleinere
gilt, da die Masse in Richtung Rindler-Horizont immer unwichtiger wird.
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9 Auf dem de Sitter-Raum

Der de Sitter-Raum (dS) ist eine Untermannigfaltigkeit des 5-dimensionalen
Minkowski-Raums (R%,n = diag(1,—1,—1,—1,—1). Kartesische Koordinaten
in R® bezeichnen wir mit X”,Y",.. und setzen X, := NyuX*. Mit der Funktion

K(X) = X, X" +1

fassen wir dS als k~1(0) auf; die Metrik auf dem Tangentialbiindel wird durch 7
induziert und so ergibt sich eine global hyperbolische Lorentzmannigfalltigkeit,
die Losung der Einsteinschen Vakuum-Feldgleichung mit Kosmologischer Kon-
stante 3 ist. Die Symmetriegruppe wirkt transitiv auf dem dS und ist isomorph
zur 5-dimensionalen Lorentzgruppe O(4,1), der Isormorphismus ist einfach die
Einschréankung auf dS. Die kausale Struktur des dS wird am klarsten in den
”Koordinaten”:
X% =tanr,

X' =secT Q%
(73Q17Q27Q37Q4) S (_’/T/Q, '/T/Q) X SB.

Man erhélt dS = ((—7/2,7/2) x §3, sec?r(dr? — dQ?)) mit der 3-Sphiire S3
und ihrer durch den umgebenden R* induzierten Metrik d22. Wir schreiben
Q = (Q', Q% Q% Q% und benutzen die etwas unsaubere Abkiirzung

cosy — sin7(X)sin7(Y)
cos7(X) cosT(Y)

G:=-X"Y, =

im Sinne von G(X,Y’), wobei cosy = > Q*(X)Q¥(Y) ist. In obigen Koordina-
ten ergibt sich

G =1« X und Y sind lichtartig getrennt und

G >1< X und Y sind zeitartig getrennt.

9.1 Der Propagator

Hier wollen wir das konform gekoppelte Feld betrachten. Die konstante Skalar-
kritmmung R = 12 wirkt sich effektiv wie eine Translation des Massenquadrats
m? — 2+ m? aus. Diese Verschiebung der ” Massenskalaist giinstig, da bekannt
ist, dass sich (klassische) Felder mit m? + ¢R < 2 tachyonisch verhalten. Wir
werden die Konstruktionsvorschrift fiir KMS-Zusténde aus [7] benutzen, um die
Integral-Kerne der KMS-Zustéinde w® beziiglich eines zeitartigen Killingvektor-
feldes auf einem Teil des dS zu berechnen. Man betrachtet fiir Testfunktionen
auf der reellen Achse f, g die Abbildungen

Vit W?(f,g;) und

W:t— E(f, ).

Im Distributionssinn findet man zwischen V' und W folgende Beziehung
(1= e ™)V () = iW (), (59)

wobei ~ die Fouriertransformierte bezeichnet. In [7] wurde gezeigt, dass die (im
Ursprung regulire) Losung von Gleichung (59) einen KMS-Zustand (nach Riicktransformation)
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definiert. Als weitere Zutat benutzen wir die Kommutatorfunktion aus [14]; wir
werden hier dieses Ergebnis mit anderen Methoden kurz nachvollziehen, wobei
wir den massiven Fall auf den masselosen wegen der hohen Symmetrie gewis-
sermaflen zuriickfithren kénnen. Zun#chst betrachten wir den Fall m = 0. Die
retardierte bzw avancierte Fundamentallosung schreibt sich

1

EX(X,Y) = I
I

O(£(X° - Y))o(G —1).

Diese Formel macht ohne weiteres fiir X # Y Sinn, wie man aus einer Ana-
lyse der Wellenfrontmenge erfihrt, denn einerseits ist der Pullback der Delta-
Distribution § unter der Abbildung G — 1 sicher fiir X # Y definiert und an-
dererseits treffen sich die sinulidren Triger von 6(£(X° — Y?)) und 6(G — 1)
fiir X # Y nicht, sodass sie multplizierbar sind. E* ist offensichtlich O(1,4)*-
invariant, wobei + wie iiblich die orthochrome Untergruppe kennzeichnet, und
hat die richtigen Tréigereigenschaften. Auf ((—m/2,7/2) x S3, sec?r(dr? —dQN?))
sehen wir schnell, dass obige Formel auch fiir X =Y eine Distribution definiert,
wir beschrinken uns auf £+, benutzen die kanonische Volumenform d$? auf $3
und erhalten

cos(T)

B f(r,Q) = =

/ 45%(Q')(sin(y) cos®(r — )" f(r — 7. Q) (60)

mit dem geoditischen Abstand «y zwischen @ und Q' auf S2. Der csc(v)-Faktor
ist auf S® integrierbar, wie man in geeigneten Koordinaten sieht und der Mul-
tiplikator sec?(t) bildet Testfunktion auf Testfunktionen ab, sodass das Integral
existiert. Mit den orthogonalen Matrizen

T(q)1<ik<s = Oix+(Q*—1)84; 01— (1+Q*) " (1F8:4) Q" (1F614) Q¥+ Q641 FQ 6 4;

und der Invarianz von ET kann man die X-Abhingigkeit in glatter Weise auf
die Testfunktion f iiberwilzen und sieht so, dass ET f glatt ist. Wenn man
(1,Q) ¢ supp(f) annimmt, ergibt die Anwendung des Klein-Gordon-Operators
K

KETf(1,Q) = % /dS3(Q/)(COS4 (7)0r cos™2(7) 0y +2—cos?(7) (9, °+2 cot (7))

cos(7)(sin(y) cos® (7 — 7)) f(r —7,Q") = 0.
Also ist
Supp(KE+(')<T, Q)) C {(T’ Q)}

(im Distributionssinn), ausserdem ist K ET(-)(7, Q) hochstens von zweiter Dif-
ferentiationsordnung und mit der Invarianz folgt

KE+(f)(Tv Q) = CI(K - Q)f(TvQ) + CQf(T7Q)7

wobei C7, Cy Konstanten sind. Durch den Test mit

(7,Q) = cos® () f(7), supp(f) C (~7/2,7/2)

findet man C; = 0, Cy = 1, also die Losungseigenschaft.
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Im Fall m? # 0 schreiben wir die retardierte Fundamentallésung folgender-

maflen )
ET = o O(X°—Y"5(G —1)+ F),
78

wobei
supp(F) c {X° > Y’} n{G > 1}

sein muss. Da F' O(4, 1) -invariant sein muss, erhalten wir unter Ausnutzung
der Feldgleichung

(VoVe +m? +2)F = —m20(X° —Y9)5(G - 1)
ein effektiv 2-dimensionales Problem im (7, G)-Raum
(G?* - 1)8@2 +4GIg + 2G cos T sin TG0~ + sin 270, + cos® 79,2 +m? + 2Q)F =
—m20(r — 7(Y))0(G — 1);

wegen der Invarianz reicht es hier den Fall 7(Y") = 0 zu betrachten. Anwendung
des Klein-Gordon-Operators auf den Ansatz F = 0(7)0(G — 1)u(G) ergibt

20(7)3(G—1)u(1)+0(G—1)8 (T)u(G)+0(T)0(G—1)((G2—1)dc > +4GDg+m>+2)u(G).

Der mittlere Term verschwindet, da G < 1 fiir 7 = 0 ist. u muss also den rechten
Term zum Verschwinden bringen und bei G = 1 den Wert —m?/2 haben. Die

eindeutige Losung
u=P)

ist durch die Ableitung der Legendrefunktion erster Ordnung mit
v(v+1)=—m?

gegeben. Die retardierte, avancierte Fundamentallosung bzw. der kausale Pro-
pagator ist also

E5(X,Y) = — 0(F(X? = Y)ds(0(G — 1)P,(G)),

1
y
B(X,¥) =~ sign(X" ~ ¥))06(6(G ~ 1)P,(),

mit der Vorzeichenfunktion sign.

9.2 Berechnung der thermalen Integral-Kerne w?(t, P, t', P')

Als n#chstes betrachten wir ein zeitartiges Killing-Feld, wieder wegen der Sym-
metrie reicht es ein Killing-Feld ¢ mit

¢(0,1,0,0,0) = (1,0,0,0,0)" (61)

zu betrachten®”. Wir werden nun sehen, dass der zugehorige Fluss 1 das Matrix-
Produkt eines Lorentz-Boosts in 1-Richtung und einer gleichméfligen Rotation
auf den kartesischen Koordinaten 2,3 und 4 ist. Wir haben nédmlich

Pr(X) = exp(tA)X

27AT ist der zu A transponierte Operator, andere Normierungen lassen sich auch auf (61)
zuriickfiihren.



9 AUF DEM DE SITTER-RAUM 38

mit einem A aus der Lie-Algebra der O(4,1), das
A=—nATy
erfiillt. Mit Gleichung (61) folgert man
Ao =A,0=1(0,1,0,0,0),
(A2)22 =1- A§2 - A4212 - A§2 =1

und ebenso verschwinden die A ;=34 5. Wenn man nun exp(tA) bildet, erhélt
man die Behauptung. Berechnet man nun noch

(01 (X), O (X)) = (X1)2 - (Xo)z’

so kann man zusammenfassend behaupten, dass ein zeitartiges Killing-Feld mit
maximal zusammenhéngenden Definitionsbereich bis auf einen isometrischen
Push Forward eine Matrix A, wie die oben behandelten, mit

dom(A) =dSn{x! > X%}

ist. Wir kénnen uns also auf diesen Fall beschrinken und fassen dom(A) als die
zugrundeliegende Raumzeit auf. Mit dem Diffeomorphismus

X% = sinh(t)q

X1 = cosh(t)q
(X%, X% XY =Q
finden wir
dsn {X1 > |X0|} >~ (R x S3+, g2dt? — dQQ),

wobei P = (q, Q) auf der offenen Halbsphiire S3, := SN {q > 0} lebt und dQ?
das kanonische Mafl auf der Halbsphire ist?®. Boosts in 1-Richtung sind hier
Translationen in ¢-Richtung. Bei der Zeitentwicklung beschrinken wir uns auf
reine Boosts, diese haben die grofite Eichgruppe. Wir definieren als Zeitentwick-
lung 7, f (¢, P) := f(t—s, P); als *~Automorphismus auf den Testfunktionen 148t
sich 75 problemlos auf die Feldalgebra vermoge 75¢(f) = ¢(fs) mit fs := 75 f lif-
ten. Um fortzufahren, muss der Propagator analysiert werden, wir beschrénken
uns auf den masselosen Fall. In den neuen Koordinaten ergibt sich mit der
Abkiirzung v = arccosh((1 — QQ’)/qq’) folgende Gestalt

q ftFv,P) .
S @y —tar

Fiir zwei Testfunktionen f, g findet man ein R > 0, sodass f(t, P) = g(t,P) =0
fiir alle [¢| > R und P € S%. Wir bemerken ausserdem, dass

C = sup{|v(P, P)| |(t, P,t', P") € supp(f) x supp(g)}

endlich ist. Fiir |s| > 2R + 2C gilt

E*f(t,P) =

g(t, P)EXf(t —s,P) =0V (t, P)

28 Offenbar bezeichnet Q nun eine andere GroBe.
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und hieraus folgt, dass s — (g, E'f,) eine Testfunktion ist. Fiir v # 0 ist (59) also
eine Beziehung zwischen Funktionen. Um den Charakter bei v = 0 zu erkennen,
bemerken wir zunéchst, dass

— / q/ s s /
- J s V- Q) ~ (a0)? f atsiey

/dt ds? q |g(t, P)| F(P)

existiert und folgern mit der Abkiirzung f(v, P) = [ds e %% f(s, P)

und auch

s pE _ vt v, q f(VP) ww(tFv)
/dse E*f(t—s,P) =e""E* f(v, P) / NG qq)e

Wir erhalten weiter

q f(v,P")
V(I —QQ)? — (q¢')?

sin(vv) =

/ds e (g, EBf,) = /du q(t, P)Q_—; et [ ds¥

, aq’ ’ o
—z/(27r)/d53d5'3'g(—1/, P) f(v, P")sin(vv)
V(1= QQ)? — (4¢)?
und erkennen, dass dieser Ausdruck bei v = 0 in glatter Weise verschwindet.
Mit

V(V) =i(1- e*ﬂ”)*lﬁ/(l/)

hat man die im Ursprung regulire Losung von Gleichung (59) gefunden. Die
Riicktransformation liefert nun den KMS-Zustand. Zu diesem Zweck betrachten
wir fiir eine Abbildung f € L*(R) N FL(R), sodass f'(0) existiert, das Integral

I(f) = (2m) /2 /OOO de(l—e") " fz) + (1 —e )" f(-a).

Mit “und F bezeichnen wir Fouriertransformation und mit f’ die Ableitung von
f. Wir zerlegen I(f) in zwei Summanden

11(f) = (27)" / T a1 — ") (f(x) - F(—a)) und

ITI(f) = (2m)~ /2 /Ooo daf(—x).

Bei beiden Summanden ist eine Integration ausfithrbar:
11(5) = =ifm [ dpf(p) [ do(t o) T sin(pa) -
0
if(2m) [ dpf(o)(mcoth(p) ~ 1/p),

I1I(f) = i/(QW)/dpf(p)(P-i— i0)~*
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+10 bezeichnet die iibliche lim.\ o-Vorschrift. Wir finden also den Integral-Kern
I(z) =1i/2m)((7 coth(mx) — 1/x + 1/(z + i0)).

Dieses Ergebnis hilft uns insoweit, als das fiir die Zweipunktfunktion des KMS-
Zustandes w?

WP(f,9) = I(Fp)
gilt, mit

Fg(t) = iE(f, gpt)-

Wir definieren 7 = 7/ und
A(t) = (T coth(rt) — 1/t + 1/(t + i0))/(27), (62)

sodass wir

P(f.9) = / dtA(t)E(g, f,)

bekommen. A(t) ist aber beschréinkt und man kann leicht erkennen, dass der
Integralkern gegeben ist durch

1

B, Pt P =
o N ((E=TT e pre

(At —t+v) — At —t —v)).

Mit

V(1= QQ)2 - (q¢)? = q¢'sinhv = (1 — QQ’) tanh v

lasst sich der Kern noch umformen
WA(t, Pt P) =

1 r v) — ' _t—w
mcothv(z‘l(t t+ov) = A" =t —v)).

Fiir |t — /| # v und v # 0, also fiir nicht lichtartig getrennte und verschiedene
Ereignisse (¢, P) und (¢, P'), erhilt man

, . . coth v sinh(27v)
WP = =00 com(zr) — ot =) ()

Wir sehen, dass w” in diesem Bereich analytisch ist.

9.3 Berechnung von w’(: ¢ :p)

Um das Wickquadrat zu berechnen, entwickeln w?(t, P,t, P') in eine Lauren-
treihe. Wir benutzen dafiir die Formeln

1-QQ =qq — (G —-1),

coshv=1- (G —1)/(qq)

und merken an, dass G < 1 ist, da t = ¢’ gesetzt ist. Es ergibt sich bis zur ersten
Ordnung in G — 1

1 72 1 1 G-1 1 2
pviCrwr i 5) "33 + 55 (e o T o)
qq’ 127 487 8m2(G —1)  ¢3>¢?x2'576 36 90

WP(t, Pt, P =
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Nun kénnen wir den in [5] angegebenen Anteil der Hadamard-Parametrix H
benutzen, um lokal kovariant zu renormieren. Wir haben

H=—F—— t
82(G —1) + const,

sodass wir mit

T=7/8
fiir das Wickquadrat
1 1 1
B 12 . _ _
w ( ¢ ‘H (Q)) 12(]2 (62 471'2) + const (64)

erhalten. Aus Gleichung (64) erhdlt man analog zum Rindlerkeil sofort den
Erwartungswert von : ¢? :5:.Dieses Ergebnis stimmt mit dem in [5] iiberein,
wobei wir etwaige Renormierungskonstanten nicht diskutieren, siehe hierfiir [5].
Zunéchst merken wir an, dass die Zusténde im wesentlichen analog zu den Rind-
ler KMS-Zustéinden zu interpretieren sind, deswegen werden wir hier die Be-
trachtungen zum Beobachter-Feld auslassen. Und analog zu Rindlerkeil findet
man auch hier mit der lokalen Beschleunigung a und der lokalen Temperatur T

die Formel )

120°(: 9% g (q)) = T? — 4(1? + const. (65)

Der Verdacht scheint sich zu erhérten, dass das lokal kovariante Wickquadrat
eine lokale Temperatur-Observable ist. Wie Gleichung (65) im Zusammenhang
mit dem Unruh-Effekt interpretiert werden kann, kann in [5] nachgelesen wer-
den. Dort findet man auch ein Argument, dass in Richtung der Fliche ¢ = 0 die
thermische Interpretation dieser Zustdnde zusammenbricht.
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10 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden auf dem Rindlerkeil lokale thermische Zustdnde mit
raumlich variierender Temperatur konstruiert und mit dem Wickquadrat und
dem Energie-Impuls-Tensor getestet. Es wurde gezeigt, dass eine thermische In-
terpretation im masselosen Fall fiir den Energie-Impuls-Tensor unmoglich ist
und fiir das Wickquadrat hochstens fiir Temperaturen grofier 27~ 1. Fiir das
massive Feld konnte daraus fiir die gleichen Temperaturbereiche abgeleitet wer-
den, dass eine thermische Interpretation nahe dem Rindler-Horizont zusammen-
bricht. Auf dem de Sitter-Raum wurde der thermale Integral-Kern berechnet
und daraus das Wickquadrat im Einklang mit [5] abgeleitet. Das Wickquadrat
hat sich weiter etabliert, thermodynamische Observable zu sein, wobei man
sich vielleicht nicht nur auf das Temperaturquadrat beschrinken sollte. Mit
Gleichung (64) bekommt das Wickquadrat eine Interpretation in der durchaus
auch negative Erwartungswerte thermodynamischen Sinn machen. Zudem wur-
de noch ein natiirliches hinreichendes Kriterium fiir Zustandsrdume abgeleitet,
nach welchem ein Zustandsraum in kovarianter Weise eine Art Darstellung der
lokal kovarianten Quantenfeldtheorie induziert.
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11 Ausblick

Auf dem Rindlerkeil bleibt zu untersuchen, ob die Schranke (s, nicht Null
gesetzt werden kann. Mit einer verfeinerten Abschétzung sollte dies moglich
sein. Weiter sind die Betrachtungen des masselosen Feldes auf dS mit der an-
gegebenen Kommutatorfunktion auf den massiven Fall zu verallgemeinern. Mit
WA(t, P,t', P') liegt nun ein einfacher Integral-Kern vor, mit dem unter ande-
rem auch der Energie-Impuls-Tensor berechnet werden kann. Die benstigten
Gegen-Terme sind bis zur benétigten Ordnung geschlossen berechenbar, aus
Zeitgriinden fand diese Berechnung nicht in dieser Arbeit statt. Es bleiben
auch andere Zugéinge zu lokal thermischer Interpretation interessant. So kann
man zum Beispiel fiir lokal kovariante Quantenfeldtheorien die relative Cauchy-
Evolution benutzen, um Zustidnde zu vergleichen. Ausserdem scheinen Diffeo-
morphismen induzierte Verbindungen zwischen lokalen Algebren in diesem Kon-
text niitzlich zu sein.
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