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4.1 Kontinuitätsgleichung der Wahrscheinlichkeitsdichte . . . . . . . . . . . . 14

4.2 Funktionenraum der Ψ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

4.3 Operatoren auf L2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

4.4 Operatoren im Skalarprodukt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4.5 Ehrenfest Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

5 Eigenwerte und Eigenfunktionen von Operatoren auf L2 19

5.1 Hermitesche Operatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

5.2 Die Eigenfunktionen von H als Basis von L2 . . . . . . . . . . . . . . . . 21

5.3 Gemeinsame Eigenfunktionen von Operatoren . . . . . . . . . . . . . . . 21

5.4 Kontinuierliche Eigenwerte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

6 Eindimensionaler Harmonischer Ozsillator 23

7 Potentialstufe, Potentialschwelle und Potentialtopf 27

7.1 Potentialstufe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

7.2 Potentialschwelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

7.3 endlich hoher Potentialtopf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1



7.4 Zusammenfassung der eindimensionalen Systeme . . . . . . . . . . . . . . 30

8 Messwerte in der QM 31

9 Drehimpuls in der QM 34

9.1 Explizite Darstellungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

9.1.1 Vectoren und Matrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

9.1.2 Funktionen und Differentialoperatoren . . . . . . . . . . . . . . . 37

10 Legendre Polynome und Kugelflächenfunktionen 39
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1 Hamilton Formalismus der klassischen Mechanik

1.1 Newtonsche Mechanik

Die Bewegung von N Teilchen wird in der Newtonschen Mechanik durch die Newton
Gleichungen

~̇pI(t) = mI~̈rI(t) = ~FI , I = 1, . . . , N , (1.1)

bestimmt. ~pI = mI~̇rI ist der Impuls des I-ten Teilchens, mI seine (zeitunabhängige)

Masse, ~rI der Ortsvektor und ~FI ist die Kraft auf das I-te Teilchen.

Die Newton Gleichungen (1.1) sind f = 3N Differentialgleichungen 2. Ordnung mit
2f = 6N freien Integrationskonstanten ~rI(t = 0), ~̇rI(t = 0). f bezeichnet die Anzahl der
Freiheitsgrade eines physikalischen Systems.

1.2 Lagrange Formalismus

Im Lagrange Formalismus führt man verallgemeinerte Koordinaten qa und verallgemei-
nerte Geschwindigkeiten q̇a, a = 1, . . . , f, für jeden Freiheitsgrad ein. Die Lagrangefunk-
tion ist definiert als

L(qa, q̇a) = T − V , (1.2)

wobei die kinetische Energie T durch

T = 1
2

f
∑

a=1

maq̇aq̇a , (1.3)

gegeben ist. Für die potentielle Energie V machen wir oft die vereinfachende Annahme
das V nicht von q̇a abhängt, also V = V (qa). Der (negative) Gradient von V is die Kraft
Fa = − ∂V

∂qa
. Die Bewegungsgleichungen (Euler-Lagrange Gleichungen) lauten

∂L

∂qa
− d

dt

∂L

∂q̇a
= 0 . (1.4)

Das sind f Differentialgleichungen 2. Ordnung.

1.3 Hamilton Formalismus

Im Hamilton Formalismus führt man verallgemeinerte Koordinaten qa und kanonisch
konjugierte Impulse pa für jeden Freiheitsgrad ein, wobei die Impulse durch

pa =
∂L

∂q̇a
(1.5)

definiert sind. Die Hamiltonfunktion H ist die Gesamtenergie definiert als

H(qa, pa) = T + V . (1.6)
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Die Bewegungsgleichungen (Hamilton Gleichungen) lauten

q̇a =
∂H

∂pa
, ṗa = −∂H

∂qa
. (1.7)

Das sind 2f Differentialgleichungen 1. Ordnung.

Als Beispiel betrachten wir N Teilchen im Potential V mit der Lagrangefunktion

L = 1
2

f
∑

b=1

mbq̇bq̇b − V (q) . (1.8)

Aus (1.5) folgt dann

pa =
∂L

∂q̇a
= maq̇a ⇒ q̇a =

pa
ma

. (1.9)

Eingesetzt in (3.1) ergibt

H(qa, pa) = T + V = 1
2

f
∑

b=1

mbq̇bq̇b + V (q) =

f
∑

b=1

pbpb
2mb

+ V (q) . (1.10)

Die Bewegungsgleichungen (1.7) lauten damit

q̇a =
∂H

∂pa
=

pa
ma

, ṗa = −∂H
∂qa

= −∂V
∂qa

= Fa . (1.11)

Setzt man die beiden Gleichungen ineinander ein ergeben sich die Newton Gleichungen

q̈a = −∂V
∂qa

= Fa . (1.12)

1.4 Phasenraum

Der Zustand eines Teilchens in der klassischen Physik wird vollständig durch die An-
gabe von (pa, qa) charakterisiert. Man fasst diese Variablen auch als Koordinaten eines
2f -dimensionalen Phasenraums auf. Ein physikalischer Zustand entspricht dann einem
Punkt im Phasenraum, eine (zeitliche) Abfolge von Zuständen wird durch eine Kurve im
Phasenraum (pa(t), qa(t)) beschrieben. Diese Kurve, oder in anderen Worten die Dynamik
des physikalischen Systems, wird durch die Hamilton Gleichungen (1.7) festgelegt.

Als Beispiel betrachten wir den 1-dimensionalen harmonische Ozsillator mit der Hamil-
tonfunktion

H =
p2

2m
+ 1

2
mω2q2 (1.13)

und den Hamilton Gleichungen

q̇ =
∂H

∂p
=

p

m
, ṗ = −∂H

∂q
= −mω2q , ⇒ q̈ + ω2q = 0 . (1.14)

Die Gesamtenergie E = H ist erhalten da

Ė =
pṗ

m
+mω2qq̇ = −mω2qq̇ +mω2qq̇ = 0 , (1.15)
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wobei in der letzten Gleichung (1.14) benutzt wurde. Daher entsprechen Bewegungen des
harmonischen Ozsillators Ellipsen im Phasenraum

p2

a2
+
q2

b2
= 1 , (1.16)

mit den Halbachsen

a =
√

2mE , b =

√

2E

mω2
. (1.17)

1.5 Poisson Klammern

Physikalische Meßgrößen (Observablen) sind Funktionen im Phasenraum A(pa, qa), B(pa, qa).
Man definiert die Poisson Klammern durch

{A,B} :=

f
∑

b=1

(∂A

∂qb

∂B

∂pb
− ∂A

∂pb

∂B

∂qb

)

. (1.18)

Die Poisson Klammern hat folgende Eigenschaften:

i) {A,B} = −{B,A} ,
ii) {A, λB + µC} = λ{A,B} + µ{A,C} , λ, µ ∈ R ,

iii) {A,BC} = {A,B}C +B{A,C} ,
iv) {A, {B,C}} + {B, {C,A}}+ {C, {A,B}} = 0 ,

(1.19)

die auf Übungsblatt 1 bewiesen werden.

Folgende Spezialfälle sind von Interesse:

i) {qa, qb} =

f
∑

c=1

(∂qa
∂qc

∂qb
∂pc

− ∂qa
∂pc

∂qb
∂qc

)

= 0 ,

ii) {pa, pb} = . . . = 0 ,

iii) {qa, pb} =

f
∑

c=1

(∂qa
∂qc

∂pb
∂pc

− ∂qa
∂pc

∂pb
∂qc

)

= δab ,

iv) {A, qa} =

f
∑

c=1

(∂A

∂qc

∂qa
∂pc

− ∂A

∂pc

∂qa
∂qc

)

= − ∂A

∂pa
= −{qa, A} ,

v) {A, pa} =

f
∑

c=1

(∂A

∂qc

∂pa
∂pc

− ∂A

∂pc

∂pa
∂qc

)

= − ∂A

∂qa
= −{pa, A} .

(1.20)

Daher lassen sich die Hamilton Gleichungen (1.7) auch wie folgt schreiben:

q̇a =
∂H

∂pa
= {qa, H} , ṗa = −∂H

∂qa
= {pa, H} . (1.21)

Diese Gleichungen zeichen eine wichtige Relation: die Hamiltonfunktion sind eng verbun-
den mit Zeitabhängigkeit.
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1.6 Erhaltungsgrößen

Für eine Observable A(pa(t), qa(t), t) gilt

dA

dt
=
∂A

∂t
+

f
∑

b=1

(∂A

∂qb
q̇b +

∂A

∂pb
ṗb

)

=
∂A

∂t
+

f∑

b=1

(∂A

∂qb

∂H

∂pb
− ∂A

∂pb

∂H

∂qb

)

=
∂A

∂t
+ {A,H} ,

(1.22)

wobei im 2. Schritt (1.7) und im 3. Schritt (1.18) benutzt wurde. Daher erfüllt eine
Erhaltungsgröße

dA

dt
= 0 =

∂A

∂t
+ {A,H} . (1.23)

Folgende Spezialfälle sind von Interesse:

i)
∂A

∂t
= 0 ⇒ {A,H} = 0 ,

ii)
∂H

∂qa
= 0 ⇒ {pa, H} = 0 ⇒ ṗa = 0 ,

qa heisst zyklische Variable ,

iii) {A,A} = 0 (gilt immer)

⇒ dH

dt
=
∂H

∂t
+ {H,H} =

∂H

∂t
.

(1.24)

Die letzte Gleichung besagt, dass die Gesamtenergie erhalten ist, falls ∂H
∂t

= 0 gilt. Der
erste Gleichung ist ein häufig vorkommenden Fall.
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2 Postulate der Quantenmechanik

2.1 Kurzer historischer Überblick

Im 19. Jahrhundert bestand die Vorstellung, dass alle Materie aus lokalisierbaren Teil-
chen aufgebaut ist. Diese Teilchen gehorchen der Newtonschen Mechanik bzw. der New-
tonschen Gravitationstheorie. Die beobachtete Strahlung im Universum wurde als elek-
tromagnetische Strahlung identifiziert, die mit Hilfe eines elektromagnetischen Feldes
beschrieben wird, das den Maxwell-Gleichungen gehorcht. Im 20. Jahrhundert gelang es
den Mikrokosmos (also kleine Längenskalen) sowie den den Makrokosmos (also große
Längenskalen) physikalisch zu beschreiben. Dazu war eine Modifikation der physikali-
schen Gesetze notwendig, die Quantentheorie für den Mikrokosmos und die Allgemeine
Relativitätstheorie für den Makrokosmos. Beide Theorien “revolutionierten” das physi-
kalische Weltbild, da beide Theorien zentrale Konzepte der klassischen Physik abändern.

Thema dieser Vorlesung ist die Quantenmechanik worunter man die nicht-relativistische
(v << c) Quantentheorie von Systemen mit endlich vielen Freiheitsgraden versteht. Re-
lativistischen Quantummechanik ist eng verbunden mit dem sgn. Quantenfeldtheorie.

Am Ende des 19. bzw. Anfang des 20. Jahrhunderts gab eine Reihe von experimentellen
Beobachtungen, die eine Modifikation der klassische Physik notwendig machten.

1. Wärmestrahlung eines “schwarzen” Körpers

Das beobachtete Frequenzspektrum dieser Strahlung war nicht mit der klassischen
statistischen Mechanik erklärbar. M. Planck schlug vor, daß Strahlung aus Ener-
giequanten mit Energie E = ~ω bestand. ~ = 6, 6 · 10−34Js ist dabei eine neue
Naturkonstante (das Plancksche Wirkungsquantum mit Dimension [Energie ·Zeit])
und ω ist die Frequenz der Strahlung.

2. Photoelektrischer Effekt

Licht (mit Frequenz ω) wird auf eine Metallfolie geschossen, wobei Elektronen e−

für ω ≥ ω0 herausgelöst werden. Diese Phänomen erklärte Einstein 1905 mit der
Annahme, dass auch Licht aus Energiequanten ~ω besteht und der Austritt der
e− erst für ~ω ≥ W (= Austrittsarbeit) stattfindet. (In der klassischen Physik gilt

E = 1
8π

( ~E2 + ~B2), die aber nicht von der Frequenz sondern von der Intensität der
Strahlung abhängt.)

3. Diskrete Emmisions- & Absorptionsspektren von chem. Elementen

Für das Wasserstoffatom findet man

~ω = R

(
1

n2
− 1

m2

)

n,m ∈ N , (2.1)

wobei R die Rydberg-Konstante ist.

4. Welleneigenschaften von Teilchen

Obwohl wir nicht-relativischen Quantummechanik betrachten, ist es aufgrund der
speziellen Relativitätstheorie leicht zu raten das eine Gleichung geben könnte für
die Impuls,

~p
?
= ~~k (2.2)
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wobei ~k das drei-dimensionelen Wellenzahl ist. Zudem, schickt man einen Elektro-
nenstrahl durch ein Gitter, so beobachtet man Beugungs und Interferenzmustern.
De Broglie (1925) erklärte diese Phänomen damit, dass Teilchen auch Welleneigen-
schaften mit einer Wellenlänge λ = 2π~

|~p| haben. Dies wird oft als der Welle-Teilchen-
Dualismus des Mikrokosmos bezeichnet.

Alle gerade angedeuteten Phänomenen belegen, dass die klassische Konzepte von Welle
und Teilchen versagen. In der Tat gibt die Quantentheorie beide Konzepte auf und ersetzt
sie durch Energiequanten und Materiewellen. Auch das Konzept der Teilchenbahn wird
aufgeben, stattdessen durchläuft ein physikalisches System eine Abfolge von Zuständen.

2.2 Postulate der Quantenmechanik

I Der Zustand des physikalischen Systems wird durch eine komplexe Funktion Ψ(~x, t),
Wellenfunktion genannt, vollständig beschrieben. |Ψ(~x, t)|2d3x gibt die Wahrschein-
lichkeit an, das Teilchen zur Zeit t am Ort ~x im Volumenelement d3x zu finden

II Den physikalischen Messgrößen (Observablen) der klassischen Physik entsprechen in
der Quantentheorie hermiteschen Operatoren. Sie werden aus den klassischen Größen
durch die Ersetzung

~x → ~x , ~p→ ~̂p = ~

i
~∇ , (2.3)

(in kartesischen Koordinaten) gewonnen.

III Der Erwartungswert einer Observablen A im Zustand Ψ(~x, t) ist durch

〈A〉 =

∫

d3x Ψ∗(~x, t)AΨ(~x, t) (2.4)

gegeben.

IV Die Zeitentwicklung der Zustände wird durch die Schrödingergleichung (SG)

i~
∂Ψ

∂t
= ĤΨ (2.5)

beschrieben. Ĥ ist der Hamiltonoperator, der aus der klassischen Hamiltonfunktion
H(~p, ~x) durch die Ersetzung Ĥ = H(~p→ ~

i
~∇, ~x) gewonnen wird.

2.3 Beispiel: freies Teilchen

Als Beispiel diskutieren wir ein freies Teilchen mit

H =
~p2

2m
, Ĥ = − ~

2

2m
~∇ · ~∇ = − ~

2

2m
∆ , (2.6)

wobei der Laplace-Operators ∆ durch

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(2.7)

9



definiert ist. Die SG lautet damit

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2m
∆Ψ . (2.8)

Eine Lösung ist die ebene Welle

Ψ(~x, t) = A ei(
~k~x−ωt) , (2.9)

mit Dispersionsrelation

ω(~k) =
~~k2

2m
. (2.10)

Wegen |Ψ|2 = |A|2 ist nach Postulat I die Wahrscheinlichkeit das Teilchen im Volumen-
element d3x zu finden durch |A|2d3x gegeben. Unter der Annahme, dass das Teilchen sich
im Volumen V aufhält, muss zusätzlich gelten

∫

V

|Ψ|2 d3x = 1 . (2.11)

Daraus folgt A = 1√
V

. Nun können wir Erwartungswerte mit Hilfe von (2.4) ausrechnen,

angenohmen das es hier ein symmetrisches Volumen zentriert auf ~x = ~0 gibt,

〈~x〉 =

∫

d3x Ψ∗~xΨ = |A|2
∫

d3x ~x = 0 , (2.12)

d.h. das Teilchen wird genauso oft im linken wie im rechten Halbraum gemessen.

〈~p〉 =

∫

d3x Ψ∗~

i
~∇Ψ
︸︷︷︸

i~kΨ

= ~~k

∫

d3x |ψ|2
︸ ︷︷ ︸

=1

= ~~k , (2.13)

d.h. ~k ist der Erwartungswert des Impulses, und

〈H〉 =

∫

d3x Ψ∗(− ~
2

2m
∆Ψ) = ~

2~k2

2m

∫

d3x|Ψ|2 =
~

2~k2

2m
= ~ω = E , (2.14)

wobei E den Erwartungswert der Energie bezeichnet.

Die allgemeinste Lösung der SG (2.8) ist durch

Ψ(~x, t) =
1

(2π)2

∫

d3k Φ(~k) · ei(~k~x−ωt) (2.15)

gegeben, wobei Φ eine beliebige Funktion von ~k ist (Beweis Übungsblatt 2).
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3 Stationäre Schrödinger Gleichung und unendlich

hoher Potentialtopf

Für ein Teilchen im Potential V (~x, t) gilt

Ĥ =
~̂p2

2m
+ V (~x, t) = − ~2

2m
∆ + V (~x, t). (3.1)

Einen wichtiger Spezialfall bilden die zeitunabhängigen Potentiale V (~x). In diesem Fall
kann die Zeitentwicklung der Wellenfunktion mit Hilfe eines Seperationsansatz bestimmt
werden.

3.1 Stationäre Schrödinger Gleichung

Der Seperationsansatz
Ψ(~x, t) = f(t)ψ(~x) , (3.2)

eingesetzt in (2.5) liefert

i~
∂Ψ

∂t
= i~ ψ(~x)

∂f

∂t
= HΨ = (Hψ)f ⇒ i~

1

f

∂f

∂t
=

1

ψ
Hψ . (3.3)

Da die zweite Gleichung für alle t bzw. alle ~x gelten muss, folgt

i~
1

f

∂f

∂t
= E =

1

ψ
Hψ , (3.4)

wobei E eine (noch) beliebige Konstante ist. Damit ergeben sich die zwei gekoppelte
Gleichungen

i~
∂f

∂t
= Ef , Hψ = Eψ . (3.5)

Die erste Gleichung wird durch f(t) = e−iEt/~ gelöst, die zweite heisst zeitunabhängige
oder stationäre Schrödinger Gleichung. Also gilt für ein zeitunabhänges Potential

Ψ(~x, t) = ψ(~x) · e−iEt/~ mit Hψ = Eψ . (3.6)

3.2 Teilchen in unendlich hohem Potentialtopf

Für physikalische Systeme in einer Raumdimension gilt

H = − ~2

2m

d2

dx2
+ V (x) . (3.7)

Als Beispiel betrachten wir ein Teilchen in einem eindimensionalen unendlich hohen Po-
tentialtopf, also

V (x) =

{

0 für −a ≤ x ≤ a

∞ sonst
. (3.8)
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Die stationäre SG lautet

Hψ = Eψ ⇔ − ~2

2m

d2

dx2
ψ = Eψ für −a ≤ x ≤ a . (3.9)

Das unendlich hohe Potential erzwingt zusätzlich die Randbedingungen

ψ(x ≥ a) = ψ(x ≤ −a) = 0 . (3.10)

Die stationäre SG ist identisch mit der Differentialgleichung eines klassischen harmoni-
schen Ozsillator

d2ψ

dx2
+ k2ψ = 0 mit k2 =

2mE

~2
, (3.11)

und hat daher die Lösung

ψ = A sin(kx) +B cos(kx) . (3.12)

Die Randbedingungen und Stetigkeit der Wellenfunktion (Warscheinlichtkeitsdichte ste-
tig) implizieren

ψ(a) + ψ(−a) = 2B cos(ka) = 0 ⇒
{

B = 0 oder

ka = (2n+ 1)π
2
, n ∈ N

ψ(a) − ψ(−a) = 2A sin(ka) = 0 ⇒
{

A = 0 oder

ka = 2n π
2
, n ∈ N\0

(3.13)

Bemerke dass negative natürlichen Zahlen (und 0 für die Sinusfunktion) in die Konstanten
B und A einbezogen sind. Daraus folgt:

Für k = nπ
a

: ψ(x) = ψ1
n = A sin

(
nπ
a
x
)

mit E1
n =

~2k2

2m
=

~2

2m

n2π2

a2
,

Für k = (n + 1
2
)
π

a
: ψ(x) = ψ2

n = B cos
(
(n + 1

2
)π
a
x
)

mit E2
n =

~2

2m

(n+ 1
2
)2π2

a2
.

(3.14)
Bemerke dass die Energiewerte quantiziert sind: nür bestimmte Werte sind erlaubt, statt
dem klassischen kontinuierlichen Werten. A,B werden durch die Normierungsbedingung
festgelegt:

1 =

+a∫

−a

dx ψ∗ψ =







|A|2
+a∫

−a
sin2(kx)dx = |A|2a

|B|2
+a∫

−a
cos2(kx)dx = |B|2a

⇒ A =
1√
a

= B , (3.15)

wobei folgende Integrale benutzt wurden
∫ +a

−a
dx sin

(pπx

a

)

· sin
(qπx

a

)

= a δpq ,

∫ +a

−a
dx cos

(pπx

a

)

· cos
(qπx

a

)

= a δpq ,

∫ +a

−a
dx cos

(pπx

a

)

· sin
(qπx

a

)

= 0 .

(3.16)
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Somit lauten die physikalischen Lösungen der stationären SG:

ψ1
n(x) = 1√

a
sin
(
nπ
a
x
)

mit E1
n =

~2

2m

n2π2

a2
,

ψ2
n(x) = 1√

a
cos
(
(n+ 1

2
)π
a
x
)

mit E2
n =

~2

2m

(n+ 1
2
)2π2

a2

(3.17)

Der Unterschied zum freien Teilchen besteht in

• abzählbar unendlich viele Lösungen der SG,

• nur diskrete Energiewerte möglich.

Die allgemeinste Lösung der zeitabhängigen SG ergibt sich durch Superposition

Ψ(x, t) =

∞∑

n=0

[

c1nψ
1
n(x)e

−iE1
nt/~ + c2nψ

2
n(x)e

−iE2
nt/~
]

, (3.18)

wobei c1n, c
2
n beliebige komplexe Konstanten sind.

Die Gültigkeit des Superpositionsprinzip folgt aus der Linearität der SG: falls Ψ1 und Ψ2

die SG erfüllen, so erfüllt auch Ψ = Ψ1 + Ψ2 die SG.

Beweis:

i~
∂Ψ

∂t
= i~

(
∂Ψ1

∂t
+
∂Ψ2

∂t

)

= HΨ1 +HΨ2 = H(Ψ1 + Ψ2) = HΨ. (3.19)

Die c1n, c
2
n erfüllen eine Bedingung, die aus der Normierung von Ψ folgt

∫

dxΨ∗Ψ =
∑

n,m

∫

dx
(

c1∗n ψ
1∗
n e

i
E1
n

~
t + c2∗n ψ

2∗
n e

i
E2
n

~
t
)(

c1mψ
1
me

−iE
1
m
~
t + c2mψ

2
me

−iE
2
m
~
t
)

= 1 .

(3.20)
Setzt man (3.17) ein und benutzt (3.16) folgt
∫

dxΨ∗Ψ =
∑

n

(

|c1n|2
∫

dx|ψ1
n|2 + |c2n|2

∫

dx|ψ2
n|2
)

=
∑

n

(

|c1n|2 + |c2n|2
)

= 1 (3.21)

Das ist eine Folge der Tatsache, dass die Wellenfunktionen (ψ1
n, ψ

2
m) eine Orthonormal-

basis im Raum der Wellenfunktionen bilden.

Für den Erwartungswert des Hamiltonoperators berechnet man

〈H〉 =

∫

dxΨ∗HΨ =
∑

n,m

∫

dx
(

c1∗n ψ
1∗
n e

i
E1
n

~
t + c2∗n ψ

2∗
n e

i
E2
n

~
t
)

H
(

c1mψ
1
me

−iE
1
m
~
t + c2mψ

2
me

−iE
2
m
~
t
)

=
∑

n,m

∫

dx
(

c1∗n ψ
1∗
n e

i
E1
n

~
t + c2∗n ψ

2∗
n e

i
E2
n

~
t
)(

c1mE
1
mψ

1
me

−iE
1
m
~
t + c2mE

2
mψ

2
me

−iE
2
m
~
t
)

=
∑

n

(

|c1n|2E1
n + |c2n|2E2

n

)

,

(3.22)
wobei im letzten Schritt wieder (3.16) benutzt wurde.
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4 Quadratintegrable Wellenfunktionen

4.1 Kontinuitätsgleichung der Wahrscheinlichkeitsdichte

Aus dem Postulat I folgen einige physikalischen Konsistenzbedingungen. Da |Ψ(~x, t)|2 ≡
ρ(~x, t) die Wahrscheinlichkeit angibt, ein Teilchen zur Zeit t am Ort x zu finden muss
gelten ∫

V

ρ(~x, t) d3x = 1 ∀ t , (4.1)

wobei V das Volumen des Raumes bezeichnet. Physikalisch bedeutet dass: vorausgesetzt
wir wissen das es ein Teilchen im Volumen V gibt, ist die Chance diesen Teilchen irgendwo
im Raum zu finden 1. In der Mathematik heißen Funktionen Ψ′ quadratintegrabel wenn
das folgende Integral existiert

I :=

∫

V

Ψ′∗(~x)Ψ′(~x)d3x <∞ . (4.2)

Mit L2(R3) bezeichnet man den Raum aller quadratintegrablen Funktionen auf R
3, d.h.

für Wellenfunktion muss gelten Ψ(~x, t) ∈ L2(R3). Wenn I existiert ist Ψ normierbar
durch Ψ = 1√

I
Ψ′ woraus folgt

∫

V

ρ(~x, t) d3x =
1

I

∫

|Ψ′|2 d3x = 1 . (4.3)

Bemerke dass quadratisch integrierbaren Funktionen zumindest lim|x|→∞ ψ(x) = 0 erfüllen
mussen.

Nun bleibt zu zeigen, dass diese Eigenschaften zu allen Zeiten erfüllt ist, d.h.

d

dt

∫

V

ρ(~x, t) d3x = 0 . (4.4)

Für beliebige Funktionen Ψ(~x, t) ∈ L2(R3) ist diese physikalischen Voraussetzung si-
cherlich nicht erfüllt. Innerhalb der Quantummechanik erfüllt die Wellenfunktion jedoch
die SG. Wir zeigen zunächst, dass als Folge der SG die Wahrscheinlichkeitsdichte eine
Kontinuitätsgleichung

∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~j = 0 (4.5)

erfüllt. Die SG für Ψ,Ψ∗ lauten

i~
∂Ψ

∂t
= HΨ , −i~∂Ψ

∗

∂t
= HΨ∗ . (4.6)

Überprüfen sie selbst H∗ = H . Daraus folgt

∂

∂t
ρ =

(
∂Ψ∗

∂t

)

Ψ + Ψ∗∂Ψ

∂t
=

1

i~

(

− (HΨ∗)Ψ + Ψ∗HΨ
)

=
1

i~

(
( ~2

2m
∆Ψ∗ − VΨ∗)Ψ + Ψ∗(− ~2

2m
∆ + V

)
Ψ

)

=
~

2mi

(

(∆Ψ∗)Ψ − Ψ∗∆Ψ
)

,

(4.7)
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wobei wir im 2. Schritt (4.6) und im 3. Schritt (3.1) benutzt haben. Nun definiert man
die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

~j :=
~

2mi

(

Ψ∗~∇Ψ − (~∇Ψ∗)Ψ
)

, (4.8)

Das Punkt diesen Definition ist der Eigenschaft

~∇·~j =
~

2mi

(

~∇Ψ∗·~∇Ψ+Ψ∗∆Ψ−(∆Ψ∗) Ψ−~∇Ψ∗·~∇Ψ
)

=
~

2mi

(

Ψ∗∆Ψ−(∆Ψ∗)Ψ
)

. (4.9)

Setzt man (4.7) und (4.9) in (4.5) ein sehen wir, dass (4.5) erfüllt ist.

Aus (4.5) folgt

d

dt

∫

V

d3x ρ =

∫

V

d3x
∂ρ

∂t
= −

∫

V

d3x ~∇ ·~j= −
∫

A=∂V

d ~A ·~j , (4.10)

wobei im letzten Schritt der Gaußsche Satz benutzt wurde. Für Ψ ∈ L2 gilt in Kugelko-
ordinaten aber

∫

d3x |Ψ|2 =

∫

dΩ

∫

dr r2 |Ψ|2 ≤ ∞ , r = |~x| , (4.11)

wobei dΩ das Oberflächenelement auf der Einheitskugel bezeichnet. Für grosse r folgt
damit

Ψ ∼ 1

rα
, α > 3

2
. (4.12)

Da ~j eine Ableitung von Ψ enthählt, gilt für grosse r: |~j| ∼ 1
r2α+1 . Eingesetzt in (4.10)

folgt
∫

∂V

d ~A ·~j → 0 und damit ist die Gültigkeit von (4.4) für quadratintegrable Wellen-

funktionen gezeigt.

4.2 Funktionenraum der Ψ

Die quadratintegrablen Wellenfunktionen bilden einen ∞-dimensionalen Vektorraum L2(R3),
da sie folgende Eigenschaften haben:

(i) Multiplikation mit komplexen Zahlen c ∈ C ergibt wieder eine quadratintegrable
Wellenfunktion

cΨ ∈ L2 (4.13)

(ii) Die Summe zweier quadratintegrablen Wellenfunktionen liegt wieder in L2

Ψ1,Ψ2 ∈ L2 , c1, c2 ∈ C ⇒ Ψ3 = c1Ψ1 + c2Ψ2 ∈ L2 (4.14)

Beweis:
∫

d3x |Ψ3|2 = |c1|2
∫

d3x |Ψ1|2+|c2|2
∫

|Ψ2|2+c1c
∗
2

∫

d3x Ψ∗
1Ψ2+c∗1c2

∫

d3x Ψ1Ψ
∗
2

(4.15)
Die ersten beiden Integrale sind endlich nach Vorraussetzung, die letzten beiden
Integrale sind endlich auf Grund von (4.12).
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(iii) Assoziativgesetz und Kommutativgesetz gelten allgemein für komplexe Funktionen.

Auf Grund dieser Eigenschaften kann man die Wellenfunktionen Ψ als Vektoren des
Funktionenraumes L2(R3) ansehen.1

Auf L2 definiert man ein Skalarprodukt durch2

〈Ψ1|Ψ2〉 :=

∫

d3x Ψ∗
1Ψ2 . (4.16)

Es stellt eine Abbildung L2 × L2 → C dar. Den Raum der Ψ∗ bezeichnet man als den
dualen Vektorraum.

Das Skalarprodukt (4.16) hat die folgenden Eigenschaften:

(i)
〈Ψ1|Ψ2〉∗ = 〈Ψ2|Ψ1〉 . (4.17)

Beweis:

〈Ψ1|Ψ2〉∗ =

(∫

d3x Ψ∗
1Ψ2

)∗
=

∫

d3x Ψ1Ψ
∗
2 = 〈Ψ2|Ψ1〉 . (4.18)

(ii)
〈Ψ3|c1Ψ1 + c2Ψ2〉 = c1〈Ψ3|Ψ1〉 + c2〈Ψ3|Ψ2〉 , c1, c2 ∈ C . (4.19)

Beweis:

〈Ψ3|c1Ψ1 + c2Ψ2〉 =

∫

d3x Ψ∗
3(c1Ψ1 + c2Ψ2) = c1

∫

d3x Ψ∗
3Ψ1 + c2

∫

d3x Ψ∗
3Ψ2

= c1〈Ψ3|Ψ1〉 + c2〈Ψ3|Ψ2〉 . (4.20)

(iii)
〈c1Ψ1 + c2Ψ2|Ψ3〉 = c∗1〈Ψ1|Ψ3〉 + c∗2〈Ψ2|Ψ3〉 (4.21)

Beweis: analog zu (ii)

(iv)
〈Ψ|Ψ〉 ≥ 0 , mit 〈Ψ|Ψ〉 = 0 für Ψ ≡ 0 . (4.22)

Beweis:

〈Ψ|Ψ〉 =

∫

d3x |Ψ|2
︸︷︷︸

≥0

≥ 0 . (4.23)

Man definiert daher als Norm von Ψ

||Ψ|| :=
√

〈Ψ|Ψ〉 . (4.24)

1L2(R3) ist sogar ein Beispiel eines Hilbert-Raumes, den wir später genauer definieren werden.
2In manchen Büchern wird auch die Notation (Ψ1, Ψ2) anstatt 〈Ψ1|Ψ2〉 benutzt.
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4.3 Operatoren auf L2

Ein Operator A auf L2 definiert eine Abbildung

A : L2 → L2 , (4.25)

d.h.
AΨ1 = Ψ2 , mit Ψ1,Ψ2 ∈ L2 . (4.26)

Beispiel sind der Impulsoperator A = px = ~

i
∂
∂x

oder die Multiplikationsoperator A = α
für α ∈ C. Wenn mann Wellenfunktionen Ψ als Vektoren des Funktionenraumes L2(R3)
betrachtet, dann sind Operatoren analog zu Matrizen.

Definition 1 A heißt linearer Operator, falls

A(c1Ψ1 + c2Ψ2) = c1AΨ1 + c2AΨ2 (4.27)

für alle Ψ1,Ψ2 ∈ L2, c1, c2 ∈ C gilt.

Man definiert weiterhin

• die Summe von Operatoren:

(A+B)Ψ := AΨ +BΨ , (4.28)

• das Produkt von Operatoren:

(AB)Ψ := A(BΨ) , (4.29)

• einen inversen Operator:
AA−1 = 1 = A−1A , (4.30)

• den Kommutator:
[A,B] := AB −BA . (4.31)

Es ist wichtig das im algemeinem AB 6= BA, sondern AB = BA+[A,B]: für Operatoren
ist die Reihenfolge der Anwendung wichtig. Beispiel: die Operatoren A = x und B = ∂

∂x
:

∂

∂x
(xψ) = ψ + x

∂

∂x
ψ (4.32)

x(
∂

∂x
ψ) = x

∂

∂x
ψ (4.33)

Im allgemeinem gillt für diesen Operatoren

[
∂

∂x
, x] = 1 (4.34)
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4.4 Operatoren im Skalarprodukt

Es gilt

〈Ψ1|A|Ψ2〉 :=

∫

d3x Ψ∗
1(AΨ2) = 〈Ψ1|AΨ2〉 . (4.35)

Der im Postulat III auftretenden Erwartungswert ist in dieser Schreibweise

〈A〉 =

∫

d3x Ψ∗(AΨ) = 〈Ψ|A|Ψ〉 . (4.36)

Der adjungierte Operator A† wird definiert durch

〈Ψ1|A†|Ψ2〉 = 〈Ψ2|A|Ψ1〉∗ ∀Ψ1,Ψ2 ∈ L2 . (4.37)

Daraus folgt
∫

d3x Ψ∗
1(A

†Ψ2) =

∫

d3x (Ψ∗
2(AΨ1))

∗ =

∫

d3x Ψ2(AΨ1)
∗ , (4.38)

bzw.
〈Ψ1|A†Ψ2〉 = 〈AΨ1|Ψ2〉 . (4.39)

Als Beispiel betrachten wir A = ∂
∂x

und berechnen A†

〈Ψ1|A†Ψ2〉 =

∫

d3x Ψ∗
1 A

†Ψ2 = 〈AΨ1|Ψ2〉 =

∫

d3x
(∂Ψ1

∂x

)∗
Ψ2 = −

∫

d3x Ψ∗
1

∂Ψ2

∂x
,

(4.40)
woraus folgt A† = − ∂

∂x
. Für A = ~

i
∂
∂x

gilt dann A† = A.

Definition 2 A heißt hermitesch (selbstadjungiert) falls

A = A† . (4.41)

Beispiele für hermitesche Operatoren sind

~̂p = ~

i
~∇ , ~x , Ĥ = 1

2m
~̂ 2p+ V , ~L = ~x× ~p . (4.42)

Diese Hermitizität dieser Operatoren wird in den Übungen bewiesen.

4.5 Ehrenfest Theorem

Aus der Definition des Erwartungswertes (4.36) folgt

d

dt
〈A〉 =

d

dt

∫

d3x Ψ∗AΨ =

∫

d3x

(
∂Ψ∗

∂t
AΨ + Ψ∗∂A

∂t
Ψ + Ψ∗A

∂Ψ

∂t

)

. (4.43)

Benutzt man (4.6) folgt

d

dt
〈A〉 = 〈∂A

∂t
〉 +

i

~

∫

((HΨ∗)AΨ − Ψ∗A(HΨ)) = 〈∂A
∂t

〉 +
i

~
(〈HΨ|AΨ〉 − 〈Ψ|AHΨ〉)

(4.44)
Da H = H† erhält man

d

dt
〈A〉 = 〈∂A

∂t
〉 +

i

~
〈[H,A]〉 . (4.45)

Die Tatsache, dass die Erwartungswerte von Operatoren eine Gleichung erfüllen, die der
Gleichung (1.22) entspricht, bezeichnet man als das Ehrenfest Theorem.
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5 Eigenwerte und Eigenfunktionen von Operatoren

auf L2

Unter einer Eigenwertgleichung versteht man die Gleichung

Aψ = aψ , (5.1)

wobei A ein Operator auf L2 sei, a ∈ C heisst Eigenwert von A und ψ ∈ L2 heisst
Eigenfunktion von A zum Eigenwert a (ψ 6= 0). Im Allgemeinen hat ein Operator A
mehrere Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten:

Aψm = amψm, m = 1, 2, . . . , na . (5.2)

Es ist auch möglich, dass zu einem festen Eigenwert an mehrere linear unabhängige
Eigenfunktionen existieren, also

Aψmi = amψmi , m = 1, . . . , na , i = 1, . . . , nd. (5.3)

In diesem Fall heißt am entartet.

In der QM ist nun von Interesse, was die möglichen Eigenwerte {am} (das Spektrum)
sowie die zugehörugen Eigenfunktionen eines Operators A sind. Man unterscheidet:

• diskretes Spektrum mit maximal abzählbar unendlich vielen Eigenwerten vom

• kontinuierlichen Spektrum mit überabzählbar unendlich vielen Eigenwerten.

Im Allgemeinfall können Operatoren auch ein Spektrum haben das in bestimmte Bereiche
diskret und in anderen kontinuierlich ist.

5.1 Hermitesche Operatoren

Satz 1 Ist A hermitesch (A = A†), so sind die Eigenwerte am reell.

Beweis:
〈A〉 = 〈ψmi|A|ψmi〉 = am 〈ψmi|ψmi〉

︸ ︷︷ ︸

= q∈R

= am q

〈A〉∗ = 〈ψmi|A|ψmi〉∗ = 〈ψmi|A†|ψmi〉 = a∗m q =
A=A†

〈A〉

⇒ 0 = 〈A〉 − 〈A〉∗ = q (am − a∗m) ⇒
q 6=0

am = a∗m, q.e.d.

(5.4)

Das Postulat II impliziert damit, dass die Messwerte physikalischer Observablen immer
reell sind3.

3Es existiert einer theoretisch interessante Erweiterung des Postulat II, die momentan aktiv nachge-
forscht wird: es gibt Beispiele nicht-hermitischen Operatoren die ein reelles Spektrum haben (Schlagwort:
“non-hermitian quantum mechanics”).
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Satz 2 Eigenfunktionen von hermiteschen Operatoren zu verschiedenen, nicht-entarteten
Eigenwerten stehen orthogonal aufeinander.

Beweis:
〈ψm|A|ψn〉 = an 〈ψm|ψn〉

(〈ψm|A|ψn〉)∗ = (an 〈ψm|ψn〉)∗ = an 〈ψn|ψm〉

= 〈ψn|A†|ψm〉 = 〈ψn|A|ψm〉 = am 〈ψn|ψm〉 ,

(5.5)

wobei wir am reell und die Definition des adjungierten Operators (4.37) benutzt haben.
Subtrahiert man beide Gleichungen so folgt

(an − am) 〈ψn|ψm〉 = 0 . (5.6)

Da aber an− am 6= 0 nach Voraussetzung kann (5.6) nur für 〈ψn|ψm〉 = 0 erfüllt werden.
Sind die Eigenfunktionen normiert (〈ψm|ψm〉 = 1) so gilt

〈ψm|ψn〉 = δnm . (5.7)

Bemerke, dass diesen Satz sehr viel Arbeit ersparen kann: im Allgemeinfall betrifft diesen
Skalarprodukt möglicherweise sehr aufwendigen Integrale.

Satz 3 Die Eigenfunktionen zu einem entarteten Eigenwert können orthogonal gewählt
werden.

Beweis: Man konstruiert die orthogonalen Eigenfunktionen für festes a mit Hilfe des
Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren. ψ1, ψ2, . . . , ψnd seien die linear unabhängi-
gen Eigenfunktionen zum Eigenwert a. Dann wählt man

c1ϕ1 = ψ1 , mit |c1|2 = 〈ψ1|ψ1〉 ⇒ 〈ϕ1|ϕ1〉 = 1 ,

c2ϕ2=ψ2 − ϕ1〈ϕ1|ψ2〉 ,
(5.8)

und prüft

〈ϕ1|ϕ2〉 =
1

c2

(

〈ϕ1|ψ2〉 − 〈ϕ1|ϕ1〉〈ϕ1|ψ2〉
)

= 0 . (5.9)

Nun wird c2 so gewählt, dass auch 〈ϕ2|ϕ2〉 = 1 gilt. Analog wird weiterverfahren. Man
wählt

c3ϕ3 = ψ3 − ϕ1〈ϕ1|ψ3〉 − ϕ2〈ϕ2|ψ3〉 , (5.10)

und prüft

〈ϕ1|ϕ3〉 =
1

c3

(

〈ϕ1|ψ3〉 − 〈ϕ1|ϕ1〉〈ϕ1|ψ3〉 − 〈ϕ1|ϕ2〉
︸ ︷︷ ︸

=0

〈ϕ2|ψ3〉
)

= 0 ,

〈ϕ2|ϕ3〉 =
1

c3

(

〈ϕ2|ψ3〉 − 〈ϕ2|ϕ2〉〈ϕ2|ψ3〉
)

= 0 .

(5.11)

Nun wird c3 so gewählt, dass auch 〈ϕ3|ϕ3〉 = 1 gilt. Dann wird analog weiterverfah-
ren. Somit sind ϕ1, ϕ2, . . . orthogonale, normierte Eigenfunktionen zum Eigenwert a. Sie
bilden einen Untervektorraum von L2.
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5.2 Die Eigenfunktionen von H als Basis von L2

Die allgemeinste Lösung der SG läßt sich als Linearkombination der Eigenfunktionen von
H schreiben

Ψ(~x, t) =
∑

n

cn ψn(~x) e
iEnt/~ , mit Hψn = Enψn . (5.12)

Die ψn bilden somit eine orthonormierte Basis von L2 für ein gegebenes physikalisches
System definiert durch H .

Für die Koeffizienten cn gilt

〈ψm|Ψ〉 =
∑

n

cn〈ψm|ψn〉eiEnt/~ = cme
iEnt/~ , (5.13)

wobei im zweiten Schritt (5.7) benutzt wurde. Damit folgt

cm = 〈ψm|Ψ(t = 0)〉 , (5.14)

d.h. die cm werden durch die Anfangsbedingung Ψ(t = 0) festgelegt.

Eine weitere Relation ist die Vollständigskeitsrelation. Sie folgt aus

Ψ(~x, t = 0) =
∑

n

cnψn(~x) =
∑

n

〈ψn|Ψ(t = 0)〉ψn(~x)

=
∑

n

∫

d3x′ψ∗
n(~x

′)Ψ(~x′, t = 0)ψn(~x) .

(5.15)

Daher gilt die Konsistenzbedingung (Vollständigskeitsrelation)

∑

n

ψ∗
n(~x

′)ψn(~x) = δ(~x− ~x′) . (5.16)

Für den Erwartungswert von H gilt

〈H〉 = 〈Ψ|H|Ψ〉 =
∑

n,m

c∗ncm〈ψn|H|ψm〉e
i
~
(En−Em)t =

∑

n

|cn|2En , (5.17)

wobei im letzten Schritt (5.7) benutzt wurde. 〈H〉 ist also der mit |cn|2 gewichtete Mit-
telwert aller möglichen Energieeigenwerte. 〈H〉 ist zeitunabhängig, was auch Folge des
Ehrenfest Theorems (4.45) ist. In einem Eigenzustand Ψ = ψn(~x) e

iEnt/~ gilt

〈H〉 = Em , (5.18)

d.h. in Eigenzustände hat die Energie einen “scharfen Wert”.

5.3 Gemeinsame Eigenfunktionen von Operatoren

Die Frage wann zwei hermitesche Operatoren A,B gemeinsame Eigenfunktionen haben
wird in folgendem Satz beantwortet.
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Satz 4 Zwei hermitesche Operatoren A,B haben genau dann gleiche Eigenfunktionen,
wenn [A,B] = 0 gilt.

Beweis: Wir nehmen zunächst an, dass A,B gleiche Eigenfunktionen haben, also gilt

Aψn = anψn , Bψn = bnψn (5.19)

Dann folgt
BAψn = anBψn = anbnψn

ABψn = bnAψn = bnanψn .
(5.20)

Subtrahiert man beide Gleichungen ergibt sich

(BA−AB)ψn = 0 ∀n . (5.21)

Da ψn 6= 0 muss gelten [B,A] = 0 q.e.d..

Um den Umkehrschluss zu zeigen nehmen wir [A,B] = 0 an. Dann folgt aus Aψn = anψn

ABψn = BAψn = anBψn . (5.22)

Diese Gleichung besagt, dass Bψn Eigenfunktion von A zum Eigenwert an ist, also muss
gelten

Bψn = bψn , q.e.d. (5.23)

(Falls an entartet ist können durch einen Basiswechsel immer Eigenfunktionen von B
gewählt werden, Beweis später.)

Definition 3 Ein Satz von hermiteschen Operatoren A,B, . . . heißt vollständig, wenn
diese Operatoren untereinander kommutieren und das gemeinsame System von Eigen-
funktionen nicht mehr entartet ist. Die Eigenfunktionen können dann durch die zugehöri-
gen Eigenwerte a, b, . . . charakterisiert werden.

5.4 Kontinuierliche Eigenwerte

Ein Beispiel für kontinuierliche Eigenwerte sind die Eigenwerte des Impulsoperators ~̂p.
Die Eigenwertgleichung lautet

~̂p ψ = ~p ψ ⇔ ~

i
~∇ψ = ~p ψ , (5.24)

mit der Lösung

ψ~k = A~k e
i~k~x mit ~p = ~~k , ~k ∈ R

3 . (5.25)

ψ~k ist im Allgemeinen nur im endlichen Volumen V quadratintegrabel da
∫

V
|ψ~k|2 =

|A~k|2V . Die Orthogonalitätsrelation lautet

〈ψ~k|ψ~j〉 = A∗
~k
B~j

∫

d3xe−i
~k~xei

~j~x = A∗
~k
B~j

∫

d3xe−i(
~k−~j)~x = δ(~k −~j) , (5.26)

für geeignet gewählte A~k, B~j.
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6 Eindimensionaler Harmonischer Ozsillator

In dieser Vorlesung betrachten wir das physikalische System eines Teilchens, dass sich im
Potential eines eindimensionalen harmonischer Oszillator V (x) = 1

2
mω2x2 bewegt. Der

zugehörige Hamiltonoperator ist somit

H =
p2

2m
+ V (x) = − ~

2

2m

d2

dx2
+ 1

2
mω2x2 =

~ω

2

(

− x2
0

d2

dx2
+
( x

x0

)2
)

, (6.1)

wobei die Abkürzung x0 :=
√

~

ωm
benutzt wurde. Für diese System ist die stationäre

SG Hψn = Enψn exakt lösbar. Die Lösung der Differentialgleichung ist in Aufgabe 3,
Übungsblatt 3 besprochen. Hier gehen wir methodisch einen anderen Weg und lösen die
SG mit Hilfe von algebraischen Methoden. Dazu definieren wir die Operatoren

a :=
1√
2

( x

x0
+
i

~
x0p
)

=
1√
2

( x

x0
+ x0

d

dx

)

,

a† =
1√
2

(x†

x0
− i

~
x0p

†
)

=
1√
2

( x

x0
− i

~
x0p
)

=
1√
2

( x

x0
− x0

d

dx

)
(6.2)

sowie

n̂ := a†a =
1

2

( x

x0
− x0

d

dx

)( x

x0
+ x0

d

dx

)

=
1

2

((
x

x0

)2

− 1 − x2
0

d2

dx2

)

. (6.3)

Der Punkt diesen Definitionen ist, dass Hsich durch diese Operatoren ausdrücken lässt

H = ~ω
(
n̂+ 1

2

)
= ~ω

(
a†a+ 1

2

)
. (6.4)

Die Eigenfunktionen von n̂ sind automatisch auch Eigenfunktionen von H , d.h. aus

n̂ ψn = nψn , (6.5)

folgt
Hψn = ~ω

(
n̂+ 1

2

)
ψn = ~ω

(
n+ 1

2

)
ψn = Enψn (6.6)

mit
En = ~ω

(
n+ 1

2

)
. (6.7)

Jetzt betrachten wir

〈ψn|n̂|ψn〉 = n〈ψn|ψn〉 = 〈ψn|a†a|ψn〉 = 〈aψn|aψn〉 ≥ 0 , (6.8)

wobei (4.22) benutzt wurde. Diese Ungleichung impliziert, dass n = 0 der niedrigste
Eigenwert ist. Nun bestimmen wir die zugehörige Eigenfunktion, d.h. w lösen n̂ψ0 = 0.
Wir haben in (4.22) gezeigt, dass aus 〈ψ|ψ〉 = 0 folgt ψ = 0. Angewandt auf (6.8) gilt
daher

aψ0 = 1√
2

(
x

x0
+ x0

d

dx

)

ψ0 = 0 . (6.9)

Diese Gleichung ist eine DGL der 1. Ordnung. Mit Hilfe eines Exponentialansatzes findet
man die eindeutige Lösung

ψ0(x) = c e
−1

2

“

x
x0

”2

, c ∈ C . (6.10)
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c wird durch die Normierungsbedingung
∫
dx |ψ0|2 = 1 auf c = (

√
πx0)

−1
2 festgelegt.

Somit lautet die normierte Eigenfunktion zum Eigenwert n = 0 bzw. E0 = 1
2

ψ0(x) =
1

√√
π x0

e
− 1

2

“

x
x0

”2

. (6.11)

Um die anderen Eigenfunktionen zu finden, berechnen wir den Kommutator

[a, a†] = 1
2

[ x

x0
+ x0

d

dx
,
x

x0
− x0

d

dx

]

= −1
2
[x, ∂x] + 1

2
[∂x, x] = [∂x, x] = ∂xx− x∂x = 1 .

(6.12)
Bemerke dass diese Relation gleich ist zu der Relation in Gleichung (4.34). Die Kommu-
tatoren [a, a] = 0 = [a†, a†] gelten automatisch. Daraus folgt

[n̂, a†] = [a†a, a†] = a†[a, a†] = a† ,

[n̂, a] = [a†a, a] = [a†, a]a = −a .
(6.13)

Jetzt zeigen wir, dass aus diesen Kommutatorrelation folgt, dass a†ψn Eigenfunktion von
n̂ ist. Um das zu beweisen berechnen wir

n̂a†ψn = [n̂, a†]
︸ ︷︷ ︸

a†

ψn + a† n̂ψn
︸︷︷︸

=nψn

= (n+ 1) a†ψn , (6.14)

Dass zeigt dass a†ψn Eigenfunktion von n̂ mit Eigenwert (n+ 1) ist. Es gilt also ψn+1 ∼
a†ψn. D.h. ausgehend von einer Eigenfunktion kann man weitere Eigenfunktionen durch
Anwendung von a† konstruieren, mit einem höheren n̂ Eigenwert. Um (a†ψn) zu normie-
ren, berechnen wir

〈a†ψn|a†ψn〉 = 〈ψn|aa†ψn〉 = 〈ψn|n̂+ [a, a†]|ψn〉 = (n + 1)〈ψn|ψn〉 (6.15)

Mit der Annahme 〈ψn|ψn〉 = 1 folgt dann

ψn+1 = 1√
n+1

a†ψn = 1√
(n+1)!

(a†)n+1ψ0 . (6.16)

Für unterschiedliche n̂ Eigenwerte follgt aus Satz 2 im vorherigen Sektion schon dass
die dazu gehörigen Eigenfunktionen orthogonal sein mussen. Dass kann mann hier auch
explizit nachrechnen. Dazu berechnen wir

〈ψm|ψn〉 = 1√
n!

1√
m!

〈(a†)mψ0 | (a†)nψ0〉 = 1√
n!m!

〈ψ0|am(a†)n|ψ0〉 (6.17)

Aus aψ0 = 0 folgt

〈ψ0|a|ψ0〉 = 0 , 〈ψ0|a†|ψ0〉 = 〈aψ0|ψ0〉 = 0 . (6.18)

Aus [a, a†] = 1 folgt (siehe Aufgabe 1, Übungsblatt 3)

[a, (a†)n] = n(a†)n−1 . (6.19)
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Eingesetzt in (6.17) ergibt

〈ψm|ψn〉 = 1√
n!m!

〈ψ0|am−1 [a, (a†)n]
︸ ︷︷ ︸

=n(a†)n−1

|ψ0〉 = n√
n!m!

〈ψ0|am−1(a†)n−1ψ0〉

= · · · = n!√
n!m!

δnm = δnm q.e.d. .

(6.20)

Weiterhin gilt
n̂aψn = [n̂, a]

︸ ︷︷ ︸

−a

+an̂ψn = (n− 1)aψn , (6.21)

d.h. aψn ist Eigenfunktion von n̂ zum Eigenwert (n− 1). Die Normierung ergibt sich aus

〈aψn|aψn〉 = 〈ψn|a†aψn〉 = n〈ψn|ψn〉 = n ⇒ ψn−1 = 1√
n
aψn (6.22)

Wir sehen, dass a† angewandt auf ψn den Energieeigenwert um ~ω erhöht, während a
angewandt auf ψn den Energieeigenwert um ~ω senkt. a† heißt auch Aufsteigeoperator,
a heißt auch Absteigeoperator.

Nun wollen wir noch zeigen, dass keine weiteren Eigenwerte existieren. Angenommen es
gäbe einen Eigenwert ν = n + α von n̂ mit 0 < α < 1 und n̂ψν = (n+ α)ψν , dann folgt

n̂(aψν) = (ν − 1)aψν = (n+ α− 1)aψν ,

n̂(anψν) = (ν − n)anψν = αanψν ,

n̂(an+1ψν) = (ν − (n+ 1))an+1ψν = (α− 1)
︸ ︷︷ ︸

<0

an+1ψν .
(6.23)

Wir haben aber schon gezeigt dass alle Eigenwerte von n̂ positiv sind bzw. ψ0 der Zu-
stand mit niedrigster Energie ist. Daher ist (6.23) ein Wiederspruch und damit sind die
natürlichen Zahlen n die einzigen Eigenwerte von n̂.

Nun wollen wir auch noch untersuchen, ob ein Eigenwert entartet sein kann, d.h. kann
es zu einem gegebenen n ∈ N0 zwei linear unabhängige Eigenfunktionen ψ1

n, ψ
2
n geben?

Wenn ja, dann wären anψ1
n, a

nψ2
n zwei linear unabhängige Eigenfunktionen zu n = 0.

Damit wäre aber ψ0 entartet im Widerspruch zur Eindeutigkeit der Lösung (6.10). Damit
sind alle Eigenwerte und Eigenfunktionen gefunden.

Wir fassen das Ergebniss in der folgenden Tabelle zusammen:

Zustand Wellenfunktion EW von n̂ EW von H

Grundzustand: ψ0 = 1√√
π x0

e
− 1

2

“

x
x0

”2

0 1
2
~ω

1. angeregter Zustand: ψ1 = a†ψ0 = 1√
2

(
x
x0

− x0∂x

)

ψ0 1 3
2
~ω

2. angeregter Zustand: ψ2 = 1√
2
(a†)2ψ0 = 1√

222

(
x
x0

− x0∂x

)2

ψ0 2 5
2
~ω

...
...

...
...

n. angeregter Zustand: ψn = 1√
n!

(a†)nψ0 = 1√
2nn!

(
x
x0

− x0∂x

)n

ψ0 n
(
n+ 1

2

)
~ω
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Die allgemeine Lösung der zeitabhängigen SG lautet dann

Ψ(~x, t) =
∑

n

cn ψn(~x) e
−iEnt/~ (6.24)

Die ψn können auch mit Hilfe der sgn. Hermite-Polynome dargestellt werden. Dazu de-
finieren wir ζ := x/x0, so dass a† = 1√

2
(ζ − ∂ζ). Es gelten die Operatoridentitäten

e−
1
2
ζ2(ζ − ∂ζ)e

1
2
ζ2 = −∂ζ ,

e−
1
2
ζ2(ζ − ∂ζ)

ne
1
2
ζ2 = e−

1
2
ζ2(ζ − ∂ζ)e

1
2
ζ2e−

1
2
ζ2(ζ − ∂ζ)e

1
2
ζ2 . . . e−

1
2
ζ2(ζ − ∂ζ)e

1
2
ζ2 = (−1)n∂nζ .

(6.25)
Daraus folgt

ψn =
1√
n!

(a†)nψ0 =
1

√

2nn!
√
πx0

(ζ − ∂ζ)
ne−

1
2
ζ2

=
1

√

2nn!
√
πx0

e−
1
2
ζ2eζ

2

e−
1
2
ζ2(ζ − ∂ζ)

ne
1
2
ζ2e−ζ

2

=
1

√

2nn!
√
πx0

e−
1
2
ζ2Hn(ζ) ,

(6.26)

wobei im letzten Schritt (6.25) und die Definition der Hermite-Polynome

Hn(ζ) := (−1)neζ
2

∂nζ e
−ζ2 (6.27)

benutzt wurde. Wie der Name sagt sind die Hn(ζ) Polynome in ζ

H0 = 1 , H1 = 2x , H2 = 4x2 − 2 , H3 = 8x3 − 12x , . . . . (6.28)

Bemerke, dass die Hermite-Polynome für gerade (ungerade) n auch gerade (ungerade)
Funktionen von x sind.
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7 Potentialstufe, Potentialschwelle und Potentialtopf

In dieser Vorlesung untersuchen wir weitere eindimensionale Systeme. Wir beginnen mit
einem Teilchen, dass auf eine Potentialstufe trifft.

7.1 Potentialstufe

Das Potential einer Potentialstufe lautet

V (x) =

{

0 für x < 0 (Region I)

V0 für x ≥ 0 (Region II)
, (7.1)

und somit ist der Hamiltonoperator

H =

{
p2

2m
für x < 0 (I)

p2

2m
+ V0 für x ≥ 0 (II)

. (7.2)

Die stationäre SG lautet damit

Hψ = Eψ ⇔
{
d2ψI

dx2 + k2
IψI = 0

d2ψII

dx2 + k2
IIψII = 0

, (7.3)

wobei ψI bzw. ψII die Wellenfunktion in Region I bzw. Region II bezeichnen und die
Abkürzungen

kI =

√
2mE

~
, kII =

√

2m(E − V0)

~
(7.4)

benutzt wurden. Die Lösungen dieser beiden stationären SG (7.3) lauten

ψI = AeikIx +B e−ikIx , ψII = C eikIIx +D e−ikIIx . (7.5)

Damit Hψ bei x = 0 wohl definiert ist, müssen ψ und dψ
dx

≡ ψ′ bei x = 0 stetig sein. Das
impliziert die Randbedingungen

ψI(x = 0) = ψII(x = 0) , ψ′
I(x = 0) = ψ′

II(x = 0) . (7.6)

Eingesetzt in (7.5) erhält man

(i) ψI(0) = ψII(0) ⇔ A+B = C +D ,

(ii) ψ′
I(0) = ψ′

II(0) ⇔ ikI (A− B) = ikII (C −D) .
(7.7)

Damit haben wir zwei Gleichungen für die vier Unbekannten A,B,C,D.

Wir machen die vereinfachende Annahme, dass die Welle von links einläuft, d.h. wir
setzen A = 1, D = 0 und nehmen die Umbenennung B ≡ R, C ≡ T vor. Eingesetzt in
(7.7) ergibt

(i) : 1 +R = T

(ii) : kI (1 −R) = kII T

}

⇔







T =
2kI

kI + kII

R =
kI − kII

kI + kII

. (7.8)
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T heisst Transmissionskoeffizient, R heisst Reflektionskoeffizient; sie beschreiben den
transmittierten bzw. den reflektierten Anteil der einlaufenden Welle. Dieses Interpre-
tation lässt sich auch an der Wahrscheinlichkeitsstromdichte ~j = ~

2mi
(Ψ∗~∇Ψ − (~∇Ψ∗)Ψ)

ablesen. Wir setzen (7.5) ein und erhalten

jIx =
~

2mi

[(
e−ikIx +R∗eikIx

)
(ikI)

(
eikIx −R∗e−ikIx

)
− komplex konjugiert

]

=
~kI

m
[1 − |R|2] ≡ jein − jref

mit

jein :=
~kI

m
, jref := |R|2 ~kI

m
. (7.9)

Eine analoge Rechnung für jIIx ergibt

jIIx ≡ jtrans =
~kII

m
|T |2 (7.10)

und man prüft

jtrans + jref =
~

m

(
kII|T |2 + kI|R|2

)
= . . . =

~

m
kI = jein X (7.11)

Bemerkungen:

(i) Für E ≥ V0 ist kII reell. Trotzdem gibt es einen reflektierten Anteil der einlaufenden
Welle (R 6= 0). Für E >> V0 ist kI = kII und es folgt das klassisches Ergebnis
R = 0, T = 1.

(ii) Für E < V0 ist kII imaginär und wir haben

kII = iq , q =
√

2m
~

(V0 − E) , R =
kI − iq

kI + iq
, T =

2kI

kI + iq
. (7.12)

Die Wellenfunktion in Region II lautet ψII = T · e−qx und es gibt eine endliche
Aufenthaltswahrscheinlichkeit |ψII|2 = |T |2e−2qx im klassisch “verbotenen” Bereich.
Es gibt aber keinen Teilchenfluss in der Region II da aus |R|2 = 1 folgt, dass alles
reflektiert wird. Für V0 → ∞ folgt q → ∞, R = −1, T = 0 und

ψI = eikIx − e−ikIx , ψII = 0 , (7.13)

also das klassische Ergebnis.

7.2 Potentialschwelle

Wir untersuchen nun die Situation, dass ein von links einlaufendes Teilchen auf eine
Potentialschwelle trifft. Diese Schwelle wird durch das Potential

V (x) = V0 · θ(a− |x|) , mit V0 > 0 und θ(x) =

{

1 für x > 0

0 für x < 0
, (7.14)
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representiert. Falls E > V0 haben wir eine Situation, die der Potentialstufe ähnlich ist.
Daher konzentrieren wir uns auf den Fall E ≤ V0. Die Lösung der stationären SG lautet
jetzt

ψI = eikx + Ae−ikx , für x ≤ −a (Region I) ,

ψII = B e−qx + C eqx , für − a ≤ x ≤ a (Region II) ,

ψIII = S eikx , für x ≥ a (Region III) ,

(7.15)

mit

k =

√
2mE

~
, q =

√

2m(V0 − E)

~
. (7.16)

Die Randbedingungen sind

ψI(−a) = ψII(−a), ψII(a) = ψIII(a), ψ′
I(−a) = ψ′

II(−a), ψ′
II(a) = ψ′

III(a) , (7.17)

d.h. wir haben vier Gleichungen für vier Unbekannte A,B,C, S. Die algebraische Bestim-
mung dieser Konstanten belassen wir als Übung und diskutieren hier nur das Ergebnis
für S bzw. |S|2. Man findet

S =
e−2ika

cosh(2qa) + i
2
ǫ sinh(2qa)

6= 0 , mit ǫ =
q

k
− k

q
,

|S|2 =
1

1 + (1 + 1
4
ǫ2) sinh2(2qa)

.

(7.18)

|S|2 gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass das Teilchen die Potentialschwelle durchdringt
(Tunneleffekt). Dieser Effekt beschreibt z.B. den radioaktiver Zerfall. Für eine hohe und
breite Schwelle gilt qa→ ∞ und |S|2 → e−4qa.

7.3 endlich hoher Potentialtopf

Wir untersuchen jetzt ein Teilchen im Potentialtopf

V (x) = V0 · θ(a− |x|) , mit V0 < 0 . (7.19)

Falls E > 0 haben wir wieder ebene Wellenlösungen und daher konzentrieren wir uns auf
den Fall −V0 ≤ E ≤ 0. Die Lösung der stationären SG lautet jetzt

ψI = Aeqx , für x ≤ −a (Region I) ,

ψII = B cos(kx) + C sin(kx) , für − a ≤ x ≤ a (Region II) ,

ψIII = D e−qx , für x ≥ a (Region III) ,

(7.20)

mit

k =

√
−2mE

~
, q =

√

2m(V0 + E)

~
(7.21)

Die Randbedingungen sind wiederum

ψI(−a) = ψII(−a), ψII(a) = ψIII(a), ψ′
I(−a) = ψ′

II(−a), ψ′
II(a) = ψ′

III(a) . (7.22)
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Man findet zwei mögliche Lösungen

Lösung 1 :
q

k
= tan(ka) , und C = 0, A = D ,

Lösung 1 :
q

k
= − cot(ka) , und B = 0, A = −D .

(7.23)

Wir sehen, dass nicht nur die Koeffizienten bestimmt werden, sonder es gibt auch eine
(transzendente) Bedingung and q und k. Die Lösungen dieser Gleichung bedingen ein
diskretes Energiespektrum.

7.4 Zusammenfassung der eindimensionalen Systeme

Qualtativ kann man die Ergebnisse der letzten Vorlesungen wie folgt zusammenfassen:

(i) Falls V nach oben unbeschränkt ist (V → ∞) (z.B. harmonischer Oszillator oder
Potentialtopf mit unendlich hohen Wänden) sind die Energieeigenzustände und das
Energiespektrum diskret.

(ii) Falls V beschränkt ist unterscheidet man

– E < Vmax. In diesen Fall gibt es gebundene Zustände (E diskret), Streu-
zustände (E kontinuierlich) sowie Übergänge (Tunneleffekt).

– E > Vmax. In diesen Fall gibt es Streuzustände (E kontinuierlich) mit reflek-
tiertem und transmittiertem Anteil.
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8 Messwerte in der QM

Um eine Grösse A zu messen präpariert man ein physikalisches Sytem im Zustand
Ψ(~x, t = t0) und misst dann diese Grösse/Observable A. Diese Messung wird an identi-
schen Systmen oft ausgeführt mit dem Ergebnis

〈A〉 = 〈Ψ|A|Ψ〉 =

∫

d3xΨ∗AΨ . (8.1)

Was sind nun die möglichen Messwerte von A? Man definiert das n-te Moment der
Verteilung w(a) durch

〈An〉 :=

∫ ∞

−∞
anw(a)da , (8.2)

wobei w(a)da die Wahrscheinlichkeit angibt, dass für A einen Wert im Intervall [a, a+da]
gemessen wird. Als charakteristische Funktion χ(b) bezeichnet man die Fouriertransfor-
mierte von w(a)

χ(b) :=

∫ ∞

−∞
e−iabw(a)da =

∑

n

(−i)n
n!

bn
∫ ∞

−∞
anw(a)da =

∑

n

(−i)n
n!

bn 〈An〉 . (8.3)

Die Umkehrung lautet dann

w(a) =

∫ ∞

−∞

db

2π
eiabχ(b) . (8.4)

Kennt man also alle Momente 〈An〉 so kennt man auch die Verteilung w(a).

Wir wollen diese Überlegungen nun auf einen Operator mit diskretem Eigenwertspektrum
anwenden. Zunächst untersuchen wir den Fall, dass das physikalische System sich in einem
Eigenzustand ψm von A befindet, also

Aψm = amψm (8.5)

gilt. Daraus folgt

〈An〉 = 〈ψm|An|ψm〉 = (am)n〈ψm|ψm〉 = (am)n . (8.6)

Eingesetzt in (8.3) und (8.4) folgt

χ(b) =
∑

n

(−i)n
n!

bn(am)n = e−ibam ,

w(a) =

∫ ∞

−∞

db

2π
eiabe−ibam = δ(a− am) ,

(8.7)

d.h. man misst mit Sicherheit den Wert am.

Falls sich physikalische System in einem Zustand ψ =
∑

m cmψm befindet, folgt

〈An〉 = 〈ψ|An|ψ〉 =
∑

ml

c∗mcl〈ψm|An|ψl〉 =
∑

m

|cm|2(am)n . (8.8)
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Wiederum eingesetzt in (8.3) und (8.4) folgt

χ(b) =
∑

m

|cm|2e−ibam , w(a) =
∑

m

|cm|2δ(a− am) , (8.9)

d.h. die möglichen Messwerte sind die Eigenwerte von A. |cm|2 gibt die Wahrscheinlichkeit
an am zu messen.

Definition 4 Das Schwankungsquadrat eines Operators A ist definiert als

(∆A)2 := 〈Ψ|(A− 〈A〉)2|Ψ〉 = 〈Ψ|A2 − 2A〈A〉 + 〈A〉2|Ψ〉 = 〈A2〉 − 〈A〉2 . (8.10)

Es ist ein Maß für die Abweichung einer Messung vom Mittelwert.

Satz 5 Für zwei hermitesche Operatoren A,B gilt die Heisenbergsche Unschärferelation

∆A∆B ≥ 1
2
|〈Ψ|[A,B]|Ψ〉| . (8.11)

Sie besagt, dass zwei Observablen A,B mit [A,B] 6= 0 nicht gleichzeitig scharf gemes-
sen werden können. Zum Beweis der Heisenbergschen Unschärferelation beweisen wir
zunächst den folgenden

Satz 6 Für zwei hermitesche Operatoren A,B gilt

[A,B] = iC , mit C = C† . (8.12)

Beweis:
[A,B]† = (AB)† − (BA)† = B†A† − A†B† = −[A,B] (8.13)

Für [A,B] = D folgt damit D = −D†. Solche Operatoren heissen anti-hermitesch und es
gilt D = iC mit C hermitesch. Q.e.d.

Nun beweisen wir Heisenbergsche Unschärferelation und betrachten den Zustand

φ :=
(
(A− 〈A〉) + iλ(B − 〈B〉)

)
Ψ, λ ∈ R. (8.14)

Dann gilt

0 ≤ 〈φ|φ〉 = 〈Ψ|
(
(A− 〈A〉) − iλ(B − 〈B〉)

)(
(A− 〈A〉) + iλ(B − 〈B〉)

)
|Ψ〉

= (∆A)2 + λ2(∆B)2 + iλ〈Ψ|[A− 〈A〉, B − 〈B〉]|Ψ〉 ,
(8.15)

wobei wir (8.10) benutzt haben. Für den Kommutator im letzten Term gilt wegen (8.12)

[A− 〈A〉, B − 〈B〉] = [A,B] = iC , (8.16)

und daher
(∆A)2 + λ2(∆B)2 − λ〈Ψ|C|Ψ〉 ≥ 0 . (8.17)
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Daraus folgt wiederum

0 ≤ λ2 − λ
〈Ψ|C|Ψ〉
(∆B)2

+
1

4

〈Ψ|C|Ψ〉2
(∆B)4

︸ ︷︷ ︸

=
“

λ− 1
2

〈Ψ|C|Ψ〉

(∆B)2

”2
≥ 0 ∀λ

−1

4

〈Ψ|C|Ψ〉2
(∆B)4

+
(∆A)2

(∆B)2
.

(8.18)

λ ist beliebig und so muss für λ = 1
2
〈Ψ|C|Ψ〉
(∆B)2

gelten

−1

4

〈Ψ|C|Ψ〉2
(∆B)4

+
(∆A)2

(∆B)2
≥ 0 (8.19)

bzw.
(∆A)2(∆B)2 ≥ 1

4
〈Ψ|C|Ψ〉2 . (8.20)

Zieht man die Wurzel auf beiden Seiten folgt die Heisenbergsche Unschärferelation (8.11),
q.e.d..

Ein Beispiel sind Ort und Impuls für die gilt

[x, p] = i~ ⇒ ∆x∆p ≥ 1
2
~ (8.21)

Für das Gaußsche Wellenpakt (Übungsblatt 2, Aufgabe 1e) gilt

∆x∆p = 1
2
~

√

1 +
(

~t
2md

)2
, (8.22)

d.h. es ist minimal für t=0 und zerfliesst danach.

Für den harmonische Oszillator (Übungsblatt 5, Aufgabe 1) gilt ∆x∆p = ~(n + 1
2
),

es ist also minimal im Grundzustand. Für die kohärenten Zustände φα (Übungsblatt 5,
Aufgabe 2) gilt ∆x∆p = 1

2
~ ∀α.

Umgekehrt kann man fragen unter welcher Bedingung ∆A∆B minimal wird. Aus dem
Beweis der Heisenbergsche Unschärferelation folgert man Minimalität falls

〈φ|φ〉 = 0 ⇒
(
A− 〈A〉 + iλ(B − 〈B〉)

)
Ψ ,

und λ = 1
2

〈Ψ|C|Ψ〉
(∆B)2

(8.23)

Für A = p und B = x folgt λ = − ~

2(∆x)2
und die DGL

(
~

i
∂x − 〈p〉 + iλ(x− 〈x〉)

)
Ψ = 0 , (8.24)

deren Lösung gerade das Gaußsche Wellenpaket ist.
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9 Drehimpuls in der QM

Bisher haben wir meistens ein-dimensionelen Quantumysteme betrachtet. Hier machen
wir ein ersten Schritt nach 3 Dimensionen mit Hilfe der Impulsoperator. In diesen Sektion
zeigen wir das ein Algebra von Operatoren wirkend auf ein Hilbertraum die mögliche
Eigenwerte eines Operators erheblich einschränkt.

Der Drehimplus als quantenmechanischer Operator ist definiert als

~L = ~x× ~p = ~

i
~x×∇ =

3∑

i=1

Li ~ei , (9.1)

wobei (~e1, ~e2, ~e3) eine kartesische Basis bezeichnet. Damit folgt

Li =
3∑

j=1

3∑

k=1

ǫijk xjpk = L†
i (9.2)

mit Hilfe des Levi-Cevita-Symbols:

ǫijk =







1 für alle geraden Permutationen von 1,2,3

−1 für alle ungeraden Permutationen von 1,2,3

0 andernfalls

. (9.3)

Die Komponenten des Drehimpulses erfüllen die folgenden Kommutatoren (Übungen):

[Li, xj ] = i~
∑

k

ǫijk xk , [Li, pj ] = i~
∑

k

ǫijk pk , [Li, Lj] = i~
∑

k

ǫijk Lk .

(9.4)
Wir möchten gerne eine Sammlung Operatoren zu finden die untereinander alle kom-
mutieren. Diese Operatoren haben eine gemeinsame basis orthonormale Eigenvectoren.
Physikalisch bedeutet es dass die zugehörige Messgrossen beliebig genau bestimmt werden
können. Im Fall der Drehimpulsoperator seht mann, dass mann sich nicht zwei unter-
schiedliche Li-operator auswahlen kann: diese kommutieren nicht.

Es stellt sich heraus dass L2 eine gute Operator ist. Für L2 := ~L2 =
∑

k LkLk findet man

[L2, Li] =
∑

k

[LkLk, Li] =
∑

k

(Lk [Lk, Li]
︸ ︷︷ ︸

=i~
P

l ǫkil Ll

+[Lk, Li]Lk)

= i~
∑

k,l

(
ǫkilLkLl + ǫlik

︸︷︷︸

=−ǫkil

LkLl
)

= 0 .

(9.5)

Daraus folgt, dass L2 und ein festes, beliebig gewahltes Li gemeinsame Eigenfunktionen
haben; man wählt typischerweise L2, Lz. Es ist dann günstig folgende Kombinationen zu
definieren:

L± := Lx ± iLy , L†
± = L†

x ∓ iL†
y = L∓ (9.6)

Daraus folgen die Kommutatoren

[Lz , L±] = ±~L± , [L+, L−] = 2~Lz , [L2, L±] = 0 . (9.7)
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Es gilt weiterhin die Identität

L±L∓ = L2
x + L2

y ± ~Lz = L2 − L2
z ± ~Lz . (9.8)

Die gemeinsamen Eigenfunktionen von L2, Lz werden mit ψlm bezeichnet und erfüllen

Lzψlm = ~mψlm , (9.9)

L2ψlm = ~
2 l(l + 1)ψlm , (9.10)

d.h. ~m ist Eigenwert von Lz und ~2l(l + 1) ist Eigenwert von L2. Die Eigenfunktionen
werden wie üblich orthonormiert gewählt und erfüllen

〈ψlm|ψl′m′〉 = δll′δmm′ . (9.11)

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen erfüllen die folgende Eigenschaften:

(i)

0 ≤
∑

i

〈Liψlm|Liψlm〉 = 〈ψlm|L2|ψlm〉 = ~
2l(l + 1) 〈ψlm|ψlm〉 = ~

2l(l + 1) ,

(9.12)
d.h. die Eigenwerte von L2 sind positiv und können immer in der Form ~2l(l + 1)
mit l ≥ 0 geschrieben werden.

(ii)
LzL±ψlm = [Lz, L±]ψlm + L±Lzψlm = ~(m± 1)L±ψlm , (9.13)

wobei (9.7) und (9.9) benutzt wurden. (9.13) besagt, dass L±ψlm Eigenfunktion
von Lz mit Eigenwert ~(m± 1) ist, also gilt L±ψlm ∼ ψlm+1.

(iii)
L2L±ψlm = L±L

2ψlm = ~
2 l(l + 1)L±ψlm , (9.14)

wobei (9.7) und (9.10) benutzt wurden. L±ψlm ist also Eigenfunktion von L2 mit
Eigenwert ~2 l(l + 1).

(iv)

0 ≤ 〈L±ψlm|L±ψlm〉 = 〈ψlm|L±
†L±|ψlm〉 = 〈ψlm|L∓L±|ψlm〉

= 〈ψlm|L2 − Lz ∓ ~Lz|ψlm〉 = ~
2 l(l + 1) − ~

2m2 ∓ ~
2m

= ~
2(l(l + 1) −m(m± 1)).

(9.15)
Hier wurden (9.6), (9.8), (9.9) und (9.10) benutzt.

Damit können wir die Normierung von ψl,m±1 festlegen

ψl,m±1 :=
1

~
√

l(l + 1) −m(m± 1)
.L±ψlm (9.16)
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Ausserdem folgt

für m > 0 : l(l + 1) ≥ m(m+ 1) ,

für m < 0 : l(l + 1) ≥ m(m− 1) = (−m)(−m+ 1) .
(9.17)

Zusammen gilt also
l(l + 1) ≥ |m|(|m| + 1) ⇒ |m| ≤ l (9.18)

Daher ist der größte Eigenwert von Lz mmax = l, der kleinste ist mmin = −l. Damit folgt

L+ψl,l = 0 , L−ψl,−l = 0 . (9.19)

Die Eigenwerte m können also die Werte

m = −l,−l + 1, . . . , l − 1, l (9.20)

annehmen. Es gibt also ein n ∈ N mit

l − n = −l ⇒ l = n
2

(9.21)

Damit kann l folgende Werte annehmen

l = 0, 1
2
, 1, 3

2
, . . . (9.22)

Wir werden sehen, dass die halbzahligen l beim Spin auftreten. Die Ergebnis über die
Eigenwerte von L2 und Lz fassen wir in der folgenden Tabelle zusammen:

l m l-Entartung
0 0 1-fach
1
2

−1
2
,+1

2
2-fach

1 -1,0,1 3-fach
3
2

±3
2
,±1

2
4-fach

...
...

...
l −l, . . . , l (2l + 1)-fach

Die zugehörigen Eigenfunktionen (zu festem l) lauten

ψl,−l, ψl,−l+1, . . . , ψll . (9.23)

9.1 Explizite Darstellungen

Es ist wichtig dass in die Ableitungen oben eigentlich sehr wenig benötigt ist: für je-
den Satz von drei Operatoren, die wirken auf ein Hilbertraum und die die [Li, Lj ] =
i~
∑

k ǫijk Lk erfullen würde man das gleiche Ergebnis finden. Man sagt dass die Diffe-
rentialoperatoren im Gleichung 9.2 eine Darstellung sind von eine Algebra. In der Praxis
benutzt mann häufig dass mann für drei Operatoren einfach die Kommutatorrelation
[Li, Lj] = i~

∑

k ǫijk Lk nachweist und damit gleich weiss wie im Allgemeinem die Eigen-
funktionen aussehen.
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9.1.1 Vectoren und Matrizen

Als Beispiel diese sehr allgemeine Aussage, betrachten Sie die drei Matrizen

σx =
~

2

(
0 1
1 0

)

σy =
~

2

(
0 −i
i 0

)

σz =
~

2

(
1 0
0 −1

)

(9.24)

Diese Matrizen erfüllen
[σi, σj] = i~

∑

k

ǫijk σk (9.25)

Diese Matrizen wirken auf den Hilbertraum C
2. Damit sind die Konditionen der Ableitung

oben erfüllt und soll es eine gemeinsame Basis von Eigenvectoren geben für σz und σ2.
Die normierte Eigenvectoren des Operators σz sind

(
1
0

) (
0
1

)

(9.26)

mit Eigenwerte ±~
1
2
. Zwei Zustande indiziert dass l = 1

2
. Überprüfen Sie selbst diese

Eigenwert mit einer expliziten Berechnung und konstruieren Sie σ±.

9.1.2 Funktionen und Differentialoperatoren

Die Eigenfunktionen des Operators Lz und L2 können explizit durch lösen der DGLs
(9.9) und (9.10) gefunden werden. Dazu drücken wir die Differentialoperatoren L2, Lz in
Kugelkoordinaten (r, θ, ϕ) aus. Diese sind definiert als

x1 = x = r sin θ cosϕ

x2 = y = r sin θ sinϕ

x3 = z = r cos θ







⇔







r2 = x2 + y2 + z2 , r ∈ [0,∞)

cos θ =
z

r
, θ ∈ [0, π]

tanϕ =
y

x
, ϕ ∈ [0, 2π)

(9.27)

Die Ableitungen berechnen sich dann mit Hilfe der Formel

∂

∂xi
=

∂r

∂xi

∂

∂r
+
∂θ

∂xi

∂

∂θ
+
∂ϕ

∂xi

∂

∂ϕ
, (9.28)

mit

∂r

∂xi
=
xi
r
,

∂θ

∂xi
=

1

sin θ

(
zxi
r3

− δiz
r

)

,
∂ϕ

∂xi
= cos2 ϕ







− y
x2 : i = x

1
x

: i = y

0 : i = z

. (9.29)

Eingesetzt erhält man

∂x ≡
∂

∂x
=
x

r

∂

∂r
+

1

sin θ

(zxi
r3

) ∂

∂θ
− cos2 ϕ

y

x2

∂

∂ϕ

= sin θ cosϕ∂r +
1

r3 sin θ

(
r2 sin θ cos θ cosϕ∂θ

)
− cos2 ϕ

tanϕ

r sin θ cosϕ
∂ϕ

= sin θ cosϕ∂r +
1

r
cos θ cosϕ∂θ −

sinϕ

r sin θ
∂ϕ .
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Analog berechnet man

∂y = sin θ sinϕ∂r +
1

r
cos θ sinϕ∂θ +

cosϕ

r sin θ
∂ϕ ,

∂z = cos θ ∂r −
sin θ

r
∂θ

(9.30)

Eingesetz in (9.2) folgt

Lx = ~

i
(y∂z − z∂y) = . . . = −~

i
(sinϕ∂θ + cot θ cosϕ∂ϕ) ,

Ly = ~

i
(cosϕ∂θ − cot θ sinϕ∂ϕ) ,

Lz = ~

i
∂ϕ ,

L± = ~ e±iϕ(±∂θ + i cot θ ∂ϕ) ,

L2 = −~
2

(
1

sin θ
∂θ sin θ ∂θ +

1

sin2 θ
∂2
ϕ

)

= −~
2

(

∂2
θ + cot θ ∂θ +

1

sin2 θ
∂2
ϕ

)

.

(9.31)
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10 Legendre Polynome und Kugelflächenfunktionen

In dieser Vorlesung wollen wir die Eigenfunktionen ψlm von Lz und L2 durch lösen der
DGLs

Lzψlm = ~m ψlm , (10.1)

L2ψlm = ~
2 l(l + 1) ψlm (10.2)

bestimmen. Wir machen dazu den Seperationansatz

ψlm(θ, ϕ) = Φ(ϕ) Θ(θ) . (10.3)

Eingesetzt in (10.1) ergibt

Lzψlm = ~

i
(∂ϕΦ(ϕ)) Θ(θ) = ~mΦ(ϕ) Θ(θ) . (10.4)

Daraus folgt ∂ϕΦ(ϕ) = imΦ(ϕ) mit der Lösung

Φ(ϕ) = c eimϕ . (10.5)

ϕ ist eine periodische Variable und daher muss die Randbedingung Φ(ϕ + 2π) = Φ(ϕ)
gelten. Daraus folgt

c eim(ϕ+2π) = c eimϕ ⇒ e2πim = 1 ⇒ m ∈ Z . (10.6)

Hier sehen wir schon dass für die Drehimpulsoperatoren L nür ganzzahligen l werte
gefunden werden können.

Nun setzen wir (10.3) in (10.2) ein, benutzen (9.31) und erhalten

(
1

sin2 θ
∂2
ϕ +

1

sin θ
∂θ sin θ ∂θ

)

ΦΘ = −l(l + 1) ΦΘ . (10.7)

Benutzt man (10.5) so folgt

(

− m2

sin2 θ
+ l(l + 1) + ∂2

θ + cot θ ∂θ

)

Θ = 0 . (10.8)

Wir substituieren nun ξ = cos θ mit −1 ≤ ξ ≤ 1 und den Ableitungen

∂

∂θ
=
∂ξ

∂θ

∂

∂ξ
= − sin θ ∂ξ ,

∂2
θ = −∂θ sin θ ∂ξ = − cos θ ∂ξ − sin θ ∂θ∂ξ = −ξ ∂ξ + (1 − ξ2) ∂2

ξ .

(10.9)

Eingesetzt in (10.8) ergibt die assoziierte Legendre DGL

(

(1 − ξ2) ∂2
ξ − 2ξ ∂ξ + l(l + 1) − m2

1 − ξ2

)

Θ(ξ) = 0 . (10.10)

Für m = 0 lösen die Legendre-Polynome Pl die DGL (10.10), d.h es gilt

[
(1 − ξ2) ∂2

ξ − 2ξ ∂ξ + l(l + 1)
]
Pl = 0 . (10.11)
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In den Übungen zeigen wir, dass eine Darstellung der Legendre-Polynome Pl durch

Pl :=
1

2ll!

dl

dξl
(ξ2 − 1)l , (10.12)

gegeben ist. Die ersten Polynome lauten explizit:

P0 = 1 , P1 = ξ , P2 = 1
2
(3ξ2 − 1) , . . . . (10.13)

Für m > 0 machen wir den Ansatz

Plm = (1 − ξ2)
m
2 h(ξ) , (10.14)

und berechnen die Ableitungen

P ′
lm =(1 − ξ2)

m
2 h′ −mξ(1 − ξ2)

m
2
−1h ,

P ′′
lm =(1 − ξ2)

m
2 h′′ − 2mξ(1 − ξ2)

m
2
−1h′

−mξ(1 − ξ2)
m
2
−1h +m(m− 2)ξ2ξ(1 − ξ2)

m
2
−2h .

(10.15)

Eingesetzt (10.10) ergibt

(1 − ξ2)
m
2

(

(1 − ξ2)h′′ − 2(m+ 1)ξh′ + h
(
l(l + 1) −m(m+ 1)

))

= 0 . (10.16)

Multipliziert man diese Gleichung mit (1 − ξ2)−
m
2 und differenziert sie, folgt

(1 − ξ2)h′′′ − 2(m+ 2)ξh′′ + h′
(
l(l + 1) − (m+ 1)(m+ 2)

)
= 0 . (10.17)

Man erhält also die gleiche DGL mit den Ersetzungen m → m + 1, h → h′. D.h., kennt
man Pl0 kann Plm durch Differenziation gewonnen werden. Die assoziierten Legendre-
Polynome Plm(ξ) lauten daher

Plm(ξ) := (1 − ξ2)
|m|
2

d(|m|)

dξ(|m|) Pl(ξ) , (10.18)

wobei wir den Fall m < 0 nun hinzugenommen haben.

Die Plm(ξ) für verschiedenes l stehen orthogonal aufeinander. Zum Beweis definiert man

D := ∂ξ(1 − ξ2)∂ξ −
m2

(1 − ξ2)
= (1 − ξ2)∂2

ξ − 2ξ∂ξ −
m2

(1 − ξ2)
, (10.19)

mit der Eigenschaft
DPlm = l(l + 1)Plm , (10.20)

die aus (10.10) folgt. Betrachtet man
∫ +1

−1
dξPl′mDPlm und integriert zweimal partiell so

folgt
∫ +1

−1

dξPl′mDPlm = Pl′m(1 − ξ2)Plm
∣
∣
+1

−1
−
∫ +1

−1

dξ
(

∂ξPl′m(1 − ξ2)∂ξPlm − m2

(1−ξ2)
Pl′mPlm

)

= −(∂ξPl′m)(1 − ξ2)Plm
∣
∣+1

−1
+

∫ +1

−1

dξ(DPl′m)Plm .

(10.21)
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Die beiden Oberflächenterme verschwinden und daher gilt

∫ +1

−1

dξPl′mDPlm = l(l + 1)

∫ +1

−1

dξPl′mPlm

=

∫ +1

−1

dξDPl′mPlm = l′(l′ + 1)

∫ +1

−1

dξPl′mPlm ,

(10.22)

wobei wir jeweils (10.20) eingesetzt haben. Für l 6= l′ folgt daher
∫ +1

−1
dξPl′mPlm = 0. Für

l = l′ kann das Integral explizit berechnet werden mit dem Ergebnis

∫ +1

−1

dξ Plm(ξ)Pl′m(ξ) =
2

2l + 1

(l + |m|)!
(l − |m|)! δll′ , (10.23)

Die Eigenfunktionen ψlm von Lz und L2 sind somit gefunden und lauten

ψlm(θ, ϕ) = c eimϕ Plm(θ) . (10.24)

Die Konstante c wird durch die Normierung festgelegt. Benutzt man (10.23) zusammen
mit ∫ 2π

0

dϕ e−imϕ eim
′ϕ = 2π δmm′ (10.25)

so folgt

∫ 2π

0

dϕ

∫ +1

−1

dξ ψ∗
lm ψl′m′ = |c|2

∫ 2π

0

dϕ e−imϕ eim
′ϕ

∫ +1

−1

dξ Plm(ξ)Pl′m′(ξ)

= |c|2 4π

2l + 1

(l + |m|)!
(l − |m|)! δmm′ δll′ .

(10.26)

Das legt die Normierung fest

c =

√

(2l + 1)

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)! . (10.27)

Die normierten Eigenfunktion heissen auch Kugelflächenfunktionen Ylm

ψlm = Ylm =
√

(2l+1)(l−|m|)!
4π(l+|m|)! eimϕ Plm(θ) . (10.28)

Sie erfüllen
〈Ylm|Yl′m′〉 = δmm′ δll′ . (10.29)

Explizit findet man:

Y00 = 1√
4π
, Y10 =

√
3
4π

cos θ , Y1±1 = −
√

3
8π

sin θe±iϕ ,

Y20 =
√

5
16π

(3 cos2 θ − 1) , Y2±1 = −
√

15
8π

sin θ cos θe±iϕ , Y2±2 = −
√

15
32π

sin2 θe±2iϕ .

(10.30)
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Die Ylm sind vollständig, d.h. jede (“vernünftige”) Funktion f(θ, ϕ) kann wie folgt ent-
wickelt werden

f(θ, ϕ) =

∞∑

l=0

l∑

m=−l
clmYlm , mit clm = 〈Ylm|f(θ, ϕ)〉 . (10.31)

Diese Beobachtung hat sehr breiten Anwendungen, zum Beispiel bei Analyse der kosmi-
schen Hintergrundstrahlung.
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11 Wasserstoffatom I

In den folgenden zwei Vorlesungen widmen wir uns dem Wasserstoffatom. Wir wollen
zunächst jedoch einige allgemeine Überlegungen für ein Teilchen in einem Zentralpoten-
tial voranstellen.

11.1 Teilchen im Zentralpotential

Für ein Teilchen im Zentralpotential V (r), r = |~x| lautet der Hamiltonoperator

H =
~p2

2m
+ V (r) = − ~2

2m
∆ + V (r) . (11.1)

Die Rotationssymmetrie des Systems legt den Übergang zu Kugelkoordinaten nahe. Be-
nutzt man (9.27), (9.30) und (9.30) so folgt

∆ = ∂2
x + ∂2

y + ∂2
z = · · · = ∂2

r +
2

r
∂r −

L2

~2r2
. (11.2)

Damit lautet die zeitunabhängige SG:

(H − E)ψ =
(

− ~2

2m

(
∂2
r +

2

r
∂r
)

+
L2

2mr2
+ V (r) − E

)

ψ = 0 . (11.3)

Als erstes suchen wir einen vollständigen Satz von Operatoren, der H einschließt. Dazu
zeigen wir

[Li, H ] = 0 , i = 1, 2, 3 . (11.4)

Beweis: Unter Ausnutzung von (9.4) folgt

[Li, ~p
2] =

∑

j

[Li, pjpj ] =
∑

j

(pj[Li, pj] + [Li, pj]pj) = i~
∑

j,k

(pj ǫijk pk + ǫijk pk pj)

= 2i~
∑

j,k

ǫijk pj pk = 0 ,

(11.5)
wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie von pj pk und die Antisymmetrie von ǫijk
unter dem Austausch j ↔ k benutzt haben. Analog zeigt man [Li, ~x

2] = 0 und damit

[Li, H ] =
1

2m
[Li, ~p

2] + [Li, V (r)] = 0 . (11.6)

Daraus folgt wiederum

[H,L2] =
∑

i

[H,LiLi] =
∑

i

[H,Li]Li + Li[H,Li] = 0 . (11.7)

Die Operatoren {H,L2, Lz} vertauschen alle miteinander und bilden daher einen vollständigen
Satz vom Operatoren, d.h. sie haben gemeinsame Eigenfunktionen.

Wir suchen diese gemeinsame Eigenfunktionen mit Hilfe des Separationsansatz:

ψ(r, θ, ϕ) = R(r) · Ylm(θ, ϕ), (11.8)
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wobei die Kugelfunktionen Ylm bereits die Eigenwertgleichungen (10.1), (10.2) erfüllen.
Eingesetzt in (11.3) folgt die Radialgleichung

[

− ~2

2m

(

∂2
r +

2

r
∂r

)

+
~2 l(l + 1)

2mr2
+ V (r) − E

]

R(r) = 0 . (11.9)

Im nächsten Schritt machen wir den vereinfachenden Ansatz:

R(r) =
u(r)

r
, R′ =

u′

r
− u

r2
, R′′ =

u′′

r
− 2u′

r2
+

2u

r3
. (11.10)

Eingesetzt in (11.9) folgt

(
− ~2

2m
∂2
r + Veff(r) − E

)
u(r) = 0 , (11.11)

mit

Veff(r) :=
~2 l(l + 1)

2mr2
+ V (r) . (11.12)

Je nach Form von V (r) kann es gebundene und/oder Streuzustände geben. Wir wollen
die folgende Analyse nun konkret für ein Teilchen im Coulomb Potential durchführen.

11.2 Teilchen im Coulomb Potential

Ein geladenes Teilchen (Elektron) mit Ladung e0 im Coulomb Potential eines Kerns mit
Ladung Ze0, Z ∈ N lautet

V (r) = −e
2
0Z

r
. (11.13)

Eingesetzt in (11.12) erwartet man gebundene Zustände für Vmin ≤ E ≤ 0. Zur vereinfa-
chende Analyse definieren wir für E ≤ 0

ρ := κr , κ :=

√

2m(−E)

~
, ∂r = κ ∂ρ ,

ρ0 :=
e0Z

~

√

2m

(−E)
=
e20Z · 2m

~2κ
.

(11.14)

Eingesetzt in (11.9) vereinfacht sich die radiale DGL zu

(

∂2
ρ −

l(l + 1)

ρ2
+
ρ0

ρ
− 1

)

u(ρ) = 0 . (11.15)

Zur Lösung dieser DGL spaltet man zunächst die asymptotischen Lösungen ab. Für
ρ→ 0 gilt (

∂2
ρ −

l(l + 1)

ρ2

)

u(ρ) ≈ 0 . (11.16)

Setzt man dem Ansatz

u(ρ) = C ρα, u′ = αC ρα−1, u′′ = α(α− 1)C ρα−2 , (11.17)
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in die DGL ein folgt
(−α(α− 1) + l(l + 1)) C ρα−2 = 0 , (11.18)

mit den Lösungen α = l + 1,−l. Da die Wellenfunction, ∼ u
r
, eine quadratintegrabelen

Funktion sein muss, limρ→0 u→ 0 gelten. Nür nach Radialteil betrachtet:

〈ψ|ψ〉 ∼
∫

drr2

(
u2

r

)

(11.19)

In der Nähe von r = 0 soll die function u sich darum nicht schlimmer als xα für α > 1
2

ver-
halten: sonst ist der Funktion nicht quadratisch integrabel. Für ganzzahligen l schlliesst
diese Bedingung die Lösung u ∼ r−l aus und lässt nur u ∼ rl+1 zu.

Für ρ→ ∞ vereinfacht sich die DGL (11.15) zu
(
∂2
ρ − 1

)
u(ρ) ≈ 0 , (11.20)

mit den Lösungen u ∼ e±ρ. Damit u eine quadratintegrable Wellenfunktion liefert, muss
limρ→∞ u→ 0 gelten. Daher ist nur u ∼ e−ρ zulässig.

Wir setzen jetzt den Ansatz u(ρ) = e−ρ ρl+1w(ρ) in die DGL (11.15) ein. Dazu berechnen
wir zunächst

u′ = e−ρ
[
w
(
(l+1)ρl − ρl+1

)
+ ρl+1w′]

u′′ = e−ρ
(
− w

(
(l+1)ρl − ρl+1

)
− ρl+1w′ + w′((l+1)ρl − ρl+1)

+ w
(
l(l+1)ρl−1 − (l+1)ρl

)
+ (l+1)ρlw′ + ρl+1w′′)

= e−ρ ρl
(

w

(

−2(l+1) + ρ+
l(l+1)

ρ

)

+ 2w′((l+1) − ρ) + w′′ρ
)

,

(11.21)

und erhalten nach Einsetzung

ρw′′ + 2(l+1−ρ)w′ + (ρ0−2(l+1))w = 0 . (11.22)

Zur weiteren Lösung machen wir einen Potenzreihenansatz für w(ρ):

w(ρ) =

∞∑

k=0

ak ρ
k , w′ =

∞∑

k=0

kak ρ
k−1 , w′′ =

∞∑

k=0

k(k−1)ak ρ
k−2 . (11.23)

Eingesetzt in (11.22) folgt

∞∑

k=0

(
k(k−1)ak ρ

k−1 + 2(l+1−ρ)kak ρk−1 + (ρ0−2(l+1))ak ρ
k
)

= 0 . (11.24)

Die Koeffizienten vor jeder Potenz von ρ müssen verschwinden und so erhält man für die
Ordnung ρk die Bedingung:

(k+1)k ak+1 + 2(l+1)(k+1) ak+1 − 2k ak + (ρ0−2(l+1)) ak = 0 . (11.25)

Daraus folgt eine Rekursionsformel für ak+1:

ak+1 =
2(k + l + 1) − ρ0

(k + 1)(k + 2l + 2)
ak . (11.26)
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Für große k gilt
ak+1

ak
→ 2k

k2 = 2
k
. Dieses asymptotische Verhalten hat auch die Reihe

e2ρ =
∑∞

k=0
1
k!

(2ρ)k, denn für sie gilt

ak+1

ak
=

2k+1

(k + 1)!

k!

2k
=

2

k + 1
→ 2

k
. (11.27)

w(ρ) ∼ e2ρ ist aber nicht zulässig, da dann u(ρ) nicht quadratintegrabel wäre. Daraus
folgt, dass die Potenzreihe abbrechen muss, d.h. w ist ein Polynom N-ten Grades mit der
Abbruchbedingung

aN 6= 0 , ak = 0 für k > N . (11.28)

Aus (18.11) folgt damit

0 = aN+1 =
2(N + l + 1) − ρ0

(N + 1)(N + 2l + 2)
aN

⇒ 2(N + l + 1) = ρ0 =

√

2m

(−E)

e0Z

~
> 0

(11.29)

Man definiert das radiale Hauptquantenzahl

n := N + l + 1 , mit N ∈ N0 , n ∈ N . (11.30)

Wegen N ≥ 0 folgt l = 0, . . . , n− 1. N heißt radiale Quantenzahl, n heißt Hauptquan-
tenzahl. Löst man nun (11.29) nach E auf ergibt sich

En = −Ry
Z2

n2
, mit Ry :=

me40
2~2

. (11.31)

Wie erwartet wird die Energie diskret. Für Z = 1 folgt auch schon die Balmer Formel

En − Em = Ry

(
1

m2
− 1

n2

)

. (11.32)

Dass stimmt überein mit die gemessen Werte für die Absorption- und Emissionspectra
2.1. Warum dass genau so sein muss sehen wir erst später.
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12 Wasserstoffatom II

12.1 Laguerre-Polynome

Die Definition der Laguerre-Polynome lautet

Lr(x) :=

r∑

k=0

(−1)k
(r!)2

(k!)2(r − k)!
xk . (12.1)

In den Übungen zeigen wir, dass sie die Laguerre DGL erfüllen

xL′′
r + (1 − x)L′

r + rLr = 0 . (12.2)

Die Definition der zugeordneten Laguerre-Polynome lautet

Lsr :=
ds

dxs
Lr(x) =

r−s∑

k=0

(−1)k+s
(r!)2

k!(k + s)!(r − k − s)!
xk ; (12.3)

sie erfüllen die zugeordnete Laguerre DGL (Beweis: Übungen)

xLsr
′′(x) + (s+ 1 − x)Lsr

′(x) + (r − s)Lsr(x) = 0 . (12.4)

Der Vergleich mit (11.22) zeigt:

x = 2ρ , s = 2l + 1 , r = n + l (12.5)

Daraus folgt
Rnl = c (κr)l e−κr L2l+1

n+l (2κr) . (12.6)

Wir überprüfen zunächst die Rekursionsrelation (18.11). Dazu schreiben wir

L2l+1
n+l =

n−l−1∑

k=0

(−1)k+2l+1 ((n+l)!)2

k!(k + 2l + 1)!(n−l−1 −k)! (2ρ)k =
n−l−1∑

k=0

ak ρ
k (12.7)

woraus wir ablesen

ak+1

ak
= −2k+1

2k
k!

(k+1)!

(k + 2l + 1)!

(k + 2l + 2)!

(n−l−1−k)!
(n−l−2−k)! = −2

n−l−1−k
(k + 1)(k + 2l + 2)

, (12.8)

was (18.11) für ρ0 = 2n entspricht.

Damit sind die gemeinsamen Eigenfunktion ψnlm der Operatoren {H,L2, Lz} gefunden:

ψnlm = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ) = cρle−ρL2l+1
n+l (2ρ)Ylm(θ, ϕ) , ρ = κr . (12.9)

Die Konstante c wird durch die Normierung

∫

d3x |ψlmn|2 = 1 (12.10)
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festgelegt. Zur Berechnung benutzen wir d3x = r2drdΩ, (10.29) und (Beweis Übungen)
∫ ∞

0

dx xs+1 e−x Lsr(x)L
s
r(x) =

(2r − s+ 1)(r!)3

(r − s)!
. (12.11)

Eingesetzt in (12.10) ergibt
∫

dr r2R2
nl

∫

dΩ |Ylm|2 = |c|2
∫ ∞

0

d(2κr)
(2κr)2l+2

2κ322l+2
e−2κr (L2l+1

n+l )2

= |c|2 2n((n+l)!)3

(n−l−1)!

1

(2κ)3

1

22l
.

(12.12)

Damit folgt

c = 2l

√

(n−l−1)!

2n((n+l)!)3
(2κ)3 (12.13)

Die allgemeine Lösung der zeitabhängigen SG lautet damit

Ψ(~x, t) =
∞∑

n=1

n−1∑

l=0

l∑

m=−l
cnlmψnlme

− i
~
Ent . (12.14)

Wir wollen nun eine Methode skizzieren mit der (12.11) bewiesen werden kann und Erwar-
tungswerte der Form 〈rp〉 berechnet werden können. Dazu definiert man die erzeugende
Funktion Φs der zugeordneten Laguerre-Polynome Lsr(x) als

Φs(x, y) := (−y)s(1 − y)−(s+1) e−
yx

1−y =

∞∑

r=0

yr

r!
Lsr(x) . (12.15)

Zum Beweis entwickelt man die e-Funktion und den Nenner als (1−y)−m =
∑∞

l=0

(
m+l−1

i

)
yl

und erhält

Φs(x, y) = (−)s
∞∑

k=0

(−)k
xk

k!

ys+k

(1 − y)s+k+1

=

∞∑

k=0

(−)k+s
xk

k!
ys+k

∞∑

l=0

(
s+ k + l

l

)

yl

=
∑

k,l

(−)k+s
(s+ k + l)!

k! l! (s+ k)!
ys+k+lxk

(12.16)

Wir ordnen die Summen um und definieren r := l + s + k = 0, . . . ,∞. Für festes l gilt
dann k = 0, . . . , r − s. Damit erhalten wir

Φs(x, y) =

∞∑

r=0

r−s∑

k=0

(−)k+s
r!

k! (r − s− k)! (s+ k)!
yrxk =

∞∑

r=0

yr

r!
Lsr(x) q.e.d. . (12.17)

In den Übungen zeigen wir
∫ ∞

0

e−xxs+σΦs(x, y)Φs(x, z)dx = (s+ σ)!
(
(1 − y)(1 − z)

)σ
∞∑

i=0

(
s+ σ + i

i

)

(yz)i+s

=

∞∑

r=0

∞∑

j=0

yr

r!

zj

j!

∫ ∞

0

e−xxs+σLsr(x)L
s
j(x)dx .
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Mit dieser Formel kann (12.11) bewiesen sowie Erwartungswerte der Form 〈rp〉 berechnet
werden.

12.2 Entartung der Energieniveaus

Wir wollen nun die Entartung der Energieniveaus diskutieren. Wir hatten in der letz-
ten Vorlesung gesehen, dass die Energie En (11.31) unabhängig von l und m ist. Diese
nehmen die Werte l = 0, . . . , n − 1, m = −l, . . . , l an. Damit ist die Entartung des
Energieniveaus En:

n−1∑

l=0

(2l + 1) = n2 . (12.18)

Solche Entartungen beruhen ganz allgemein auf der Existenz von Operatoren Oi, i =
1, 2, . . ., die mit H vertauschen (aber nicht mit dem vollständigen Satz {H,A1, . . . , Ap}
eines physikalischen Systems), also

[Oi, H ] = 0 , [Oi, Aj] 6= 0 , (12.19)

für mindestens ein Aj. In diesem Fall gilt

HOiψ = OiHψ = E Oiψ , (12.20)

d.h. Oiψ sind Eigenfunktionen von H zum gleichen Energieeigenwert E. E ist also ent-
artet.

Im H-Atom ist der vollständiger Satz von Operatoren durch {H,L2, Lz} gegeben und es
gilt

[H, ~L] = 0 ⇒ [H,L±] = 0 aber [L±, Lz] 6= 0 . (12.21)

Daraus folgt

HL± ψnlm = L±Hψnlm = Enlm L±ψnlm = cEnlm ψnlm±1

= cHψnlm±1 = cEnlm±1 ψnlm±1 .
(12.22)

Wir sehen, dass E nicht von m abhängen kann! Die Eigenschaft [H, ~L] = 0 impliziert
also die m-Entartung von E.

Für die l-Entartung ist der Lenz-Runge-Vektor ~A definiert durch

~A =
1

2m
(~p× ~L− ~L× ~p) − e20

r
~x (12.23)

verantwortlich. Er erfüllt

[ ~A,H ] = 0 , [A±, L
2] 6= 0 , (12.24)

für das Coulomb-Potential V = −Ze20
r

. Mann kann zeigen dass diese “versteckte” erhaltene
Grosse verantwortlich ist für die Aufhebung der l-Entartung.
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13 Teilchen im Magnetfeld

13.1 Klassische Elektrodynamik

In dieser Vorlesung betrachten wir ein geladenes Teichen mit Masse m und Ladung q im
elektromagnetischen Feld. In der klassischen Elektrodynamik wirkt auf das Teilchen die
Lorentzkraft und es gilt die Bewegungsgleichung

m~̈x = ~FLorentz = q
(
~E + 1

c
~̇x× ~B

)
. (13.1)

Die Felder ~E und ~B erfüllen die Maxwell-Gleichungen:

~∇ · ~E = 4πρ , ~∇× ~E +
1

c

∂ ~B

∂t
= 0 ,

~∇ · ~B = 0 , ~∇× ~B − 1

c

∂ ~E

∂t
=

4π

c
~j .

(13.2)

Die beiden homogenen Maxwell-Gleichungen werden durch die Einführung eines skalaren
Potentials φ und eines Vektorpotentials ~A gelöst:

~E = −~∇φ− 1

c

∂ ~A

∂t
, ~B = ~∇× ~A . (13.3)

Man prüft

~∇ · ~B = ~∇ ·
(

~∇× ~A
)

= 0 ,

~∇× ~E +
1

c

∂ ~B

∂t
= − ~∇× ~∇φ

︸ ︷︷ ︸

=0

−1

c
~∇× ∂

∂t
~A+

1

c

∂

∂t
~∇× ~A = 0 .

(13.4)

Die Potentiale sind nicht eindeutig festgelegt sondern können mit einer beliebigen Funk-
tion Λ(~x, t) wie folgt transformiert werden

~A→ ~A′ = ~A + ~∇Λ(~x, t) , φ→ φ′ = φ− 1

c

∂Λ(~x, t)

∂t
. (13.5)

Unter diesen Eichtransformationen sind ~E und ~B invariant

~E → ~E ′ = ~E , ~B → ~B′ = ~B . (13.6)

Diese Redundanz der Beschreibung kann durch die Wahl einer Eichung wie z.B. der
Coulomb-Eichung

~∇ · ~A = 0 Coulomb-Eichung (13.7)

aufgehoben werden. Das ist oftmals nützlich, um Rechnungen für nicht-relativistischen
Teilchen zu vereinfachen. Für relativistischen Probleme (die innerhalb dieser Vorlesung
nicht betrachtet werden ist meistens

~∇ · ~A =
1

c
∂tφ Lorenz-Eichung (13.8)
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besser.

Die Hamiltonfunktion, die zur Bewegungsgleichung (13.1) führt lautet

H =
1

2m

(

~p− q

c
~A
)2

+ qφ . (13.9)

Der Beweis befindet sich teilweise in Aufgabe 2, Übungsblatt 1.

13.2 Quantenmechanik geladener Teilchen

Wir ersetzen den klassischen Impulses durch den QM-Operator ~p→ −i~~∇ und erhalten
den Hamilton-Operator

Ĥ =
1

2m

(
~

i
~∇− q

c
~A
)2

+ qφ . (13.10)

Dieser Form der Hamiltonoperator beinhaltet ein Wahl: klassisch gilt

~p · ~A = ~A · ~p (13.11)

aber für Operatoren gilt
~̂p · ~A 6= ~A · ~̂p (13.12)

weil
3∑

i=1

[pi, Ai] = −i~(~∇ ~A) (13.13)

Jetzt zeigen wir, dass die Form der Hamiltonoperator in Gleichung (13.10) notwendig is
für Eichinvarianz.

Im Gegensatz zur Lorentzkraft enthält die Schrödinger-Gleichung die Potentiale und nicht
die eichinvarianten Felder ~E und ~B. Daher ist die SGL nicht automatisch invariant unter
den Eichtransformation (13.5). Transformiert man zusätzlich die Wellenfunktion mit

Ψ → Ψ′ = ei
qΛ
~c Ψ (13.14)

dann folgt
H( ~A′, φ′)Ψ′ = i~∂tΨ

′ , (13.15)

aus
H( ~A, φ)Ψ = i~∂tΨ . (13.16)
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Beweis:

i~
∂

∂t
Ψ′ =

[
1

2m

(

−i~~∇− q

c
~A′
)2

+ qφ′
]

Ψ′

i~
∂

∂t
eiχΨ =

[
1

2m

(

−i~~∇− q

c
~A− q

c
~∇λ
)2

+ qφ− q

c

∂λ

∂t

]

eiχΨ

eiχ
(

i~
∂

∂t
− ~

∂χ

∂t

)

Ψ = eiχ
[

1

2m

(

−i~~∇ + ~~∇χ− q

c
~A− q

c
~∇λ
)2

+ qφ− q

c

∂λ

∂t

]

Ψ

i~
∂

∂t
Ψ =

[
1

2m

(

−i~~∇− q

c
~A + ~~∇

(

χ− q

~c
λ
))2

+ qφ+ ~
∂

∂t

(

χ− q

~c
λ
)]

Ψ

i~
∂

∂t
Ψ =

[
1

2m

(

−i~~∇− q

c
~A
)2

+ qφ

]

Ψ q.e.d. .

(13.17)

Die Transformation (13.14) ist eine Phasentransformation und erhält daher die Wahr-
scheinlichkeit |Ψ′|2 = |Ψ|2. Die Eichinvarianz der SG besagt insbesondere, dass eine
Eichfixierung auferlegt werden kann innerhalb der Quantummechanik. In der Coulomb
Eichung ~∇ · ~A = 0 gilt

Ĥ =
1

2m

(

−i~~∇− q

c
~A
)2

+ qφ

= − ~2

2m
∆ + i

~q

2mc

(

~∇ · ~A+ ~A · ~∇
)

+
q2

2mc2
~A2 + qφ

= − ~2

2m
∆ + i

~q

mc
~A · ~∇ +

q2

2mc2
~A2 + qφ .

(13.18)

Für ein konstantes ~B-Feldes ~B = ~B0 = B0~ez gilt zusätzlich

~A = −1
2
~x× ~B0 = 1

2
B0(−y~ex + x~ey) . (13.19)

Für diesen Feld gilt tatsächlich ~∇ · ~A = 0.

In diesem Fall gilt

~A2 = 1
4

(
~x× ~B0

)2
= 1

4

(
~x2 ~B0 − (~x · ~B0)

2
)

= 1
4
B2

0

(
x2 + y2

)
,

~A · ~∇ = −1
2

(
~x× ~B0

)
· ~∇ = 1

2

(
~B0 × ~x

)
· ~∇ = 1

2
~B0 ·

(
~x× ~∇

)
= i

2~

~B0 · ~L = i
2~
B0Lz .

(13.20)
Eingesetzt in (13.18) folgt

Ĥ = − ~2

2m
∆ − q

2mc
~L · ~B +

q2

2mc2
(
~x2 ~B2 − (~x · ~B0)

)
+ qφ

= − ~2

2m
∆ − qB0

2mc
Lz +

q2B2
0

2mc2
(
x2 + y2

)
+ qφ .

(13.21)
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13.3 Zeeman-Effekt

Wir betrachten das Wasserstoffatom in einem konstanten und schwachen ~B-Feld, so dass
die Terme quadratisch in ~B vernachlässigt werden können. Wir haben also

H = H0 +
e0B0

2mec
Lz , mit H0 = − ~2

2m
∆ − e20

r
, (13.22)

wobei wir q = −e0, φ =
e20
r

und me für die Elektronmasse benutzt haben.

Da [H0, Lz] = 0 sind die bekannten Eigenfunktionen ψnlm von H0 auch Eigenfunktionen
von H

H0ψnlm = Enψnlm ,

Hψnlm =
(
Ĥ0 +

e0B0

2mec
Lz
)
ψnlm = En,mψnlm

(13.23)

mit

En,m =
(
En + ~ωLm

)
, ωL =

e0Bo

2mec
. (13.24)

Im schwachen B-Feld wird also die m-Entartung im H-Atom aufgehoben. Dieses Effekt
wird ‘Zeeman-Effekt’ genannt.

Dieses Effekt ergibt eine praktischen Methode um die l Quantenzahlen zu messen: mit
Hilfe ein schwaches Magnetfeld wird beobachtet in wieviele Teile Spektrallinien aufge-
spalten worden. Im fall des Wasserstofatoms ergibt sich hier immer ungerade Zahlen, weil
l immer ganz-zahlig ist.

Im Stern-Gerlach-Experiment mit ein Elektronenstrahl beobachtet man aber eine Auf-
spaltung in zwei Energieniveaus. Das war der erste Hinweis auf den Spin-1

2
‘Eigendre-

himpuls’ des Elektrons.

13.4 Aharanov-Bohm Effekt

In der klassichen Elektrodynamik sind ~E und ~B die fundamentalen Felder und die Poten-
tials φ und ~A lediglich Hilfsgrößen. In der QM sind φ und ~A die fundamentalen Größen
und können gemessen werden. Das bezeichnet man oft als Aharanov-Bohm Effekt.

Gegeben sein ein ~B-Feld innerhalb einer (unendlich) langen Spule. Ausserhalb der Spule

sein ~B ≈ 0. Im Aussenraum gilt daher ~A = ~∇Λ, bzw.

Λ =

∫ ~x

~x0

d~s · ~A , (13.25)

und damit
Ψ′ = Ψe

iq
~c

R ~x
~x0
d~s· ~A

. (13.26)

Arangiert man nun einen Teilchenstrahl der an zwei Stellen durch die abgeschiermte
Spule geht, so ist die Wellenfunktion

Ψ = Ψ1,0 e
iq
~c

R

1
d~s· ~A + Ψ2,0 e

iq
~c

R

2
d~s· ~A =

(
Ψ1,0 e

iq
~c

ΦB + Ψ2,0

)
e
iq
~c

R

2
d~s· ~A , (13.27)
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wobei Ψ1,0 die Wellenfunktion ohne ~B-Feld ist wenn der Strahl durch die eine Öffnung,
Ψ2,0 wenn der Strahl durch die andere Öffnung tritt. ΦB ist der eingeschlossene magne-
tische Fluss

ΦB =

∫

1

d~s · ~A−
∫

2

d~s · ~A =

∮

d~s · ~A =

∫

d~F · ~∇× ~A . (13.28)

Eine Änderung des ~B-Feldes innerhalb der Spule führt also zur Änderung der Phase von
Ψ und ändert so das Interferenzbild auf dem Schirm. Diese Phänomen kann gemessen
werden und bestätigt so φ und ~A als die fundamentalen Größen in der QM.
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14 Abstrakte Formulierung der QM

14.1 Basiswechsel und Matrixdarstellung von Operatoren in L2

{ψn(~x)} sei ein vollständiges Orthonormalsystem mit

〈ψm|ψn〉 = δmn , Ψ(~x, t) =
∑

n

cn ψn e
−iEnt

~ , cn = 〈ψn|Ψ(t = 0)〉 . (14.1)

Man kann {ψn} als (uendlich-dimensionale) Basis des L2 auffassen, Ψ(t = 0) als beliebi-
gen Vektor in L2 und cn als seine Koordinaten. Die Analogie im R3 ist

~v =

3∑

i=1

ci ~ei , ~ei · ~ej = δij , ci = ~ei · ~v . (14.2)

Ein Basiswechsel in L2

{ψn} → {ϕn}
wird durch eine lineare Transformation der Form

ϕn =
∑

l

ψl Uln , ϕ∗
m =

∑

k

ψ∗
k U

∗
km , (14.3)

beschrieben, wobei U = (Umn) eine Matrix mit konstanten Koeffizienten ist. Für diesen
Basiswechsel soll gelten:

〈ϕn|ϕm〉 = δmn, Ψ(t = 0) =
∑

n

cn ψn =
∑

n

c′n ϕn , (14.4)

d.h. der Vektor Ψ(t = 0) bleibt unverändert. Setzt man (14.3) ein so folgt

∑

k

∑

l

U∗
km Uln 〈ψk|ψl〉 =

∑

l

U∗
lm Uln =

∑

l

(
U∗T )

ml
Uln

!
= δmn (14.5)

Die hermitesch konjugierte Matrix einer Matrix U ist definiert als U † := U∗T und damit
lautet die Bedingung (14.5)

∑

l

U †
ml Uln = δmn bzw. U †U = 1 (14.6)

in Matrix-Notation. Matrizen die

U †U = UU † = 1 bzw. U † = U−1 (14.7)

erfüllen, heißen unitäre Matrizen. Wir haben damit gezeigt, dass ein Basiswechsel in L2 zu
einer neuen Orthonormalbasis mit unitären Matrizen erfolgt. Die Koeffizienten in (14.4)
tranformieren mit dem inversen dieser unitären Matrix

Ψ(t = 0) =
∑

n

c′n ϕn =
∑

nl

c′n ψl Uln
!
=
∑

l

clψl ⇒ c′n =
∑

n

U−1
ln cn =

∑

n

U †
ln cn .

(14.8)
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Für Operatoren A auf L2 definiert man eine Matrixdarstellung durch

A → Amn := 〈ψm|A|ψn〉 . (14.9)

Als Beispiel betrachten wir den eindimensionalen harmonischen Oszillator wo die Auf-
und Absteigeoperatoren a†, a

aψn =
√
nψn−1 , a†ψn =

√
n+ 1ψn+1 , (14.10)

erfüllen. Daraus leitet man die folgende Matrixdarstellung her

amn = 〈ψm|a|ψn〉 =
√
n δm,n−1 ⇒ (amn) =









0
√

1 0 . . . 0

0 0
√

2 . . .√
3

...
. . .









a†mn = 〈ψm|a†|ψn〉 =
√
n + 1 δm,n+1 ⇒ (a†mn) =








0 . . . 0√
1 0

0
√

2 0
...

. . .








= (a∗mn)
T

(14.11)

Für A hermitesch gilt

A∗
mn = 〈ψm|A|ψn〉∗ = 〈ψn|A†|ψm〉 = 〈ψn|A|ψm〉 = Anm , (14.12)

bzw.
A = (Anm) = A† = (A†

nm) = (A∗T
nm) = (A∗

mn) (14.13)

in Matrixform. Sind die {ψn} Eigenfunktionen von A, so gilt

Amn = 〈ψm|A|ψn〉 = an 〈ψm|ψn〉 = an δmn, (14.14)

d.h. die Matrix A ist diagonal mit den Eigenwerten als Diagonalelementen.

Unter einem Basiswechsel transformieren die Amn wie folgt:

A(ϕ)
nm = 〈ϕn|A|ϕm〉 =

∑

k,l

U∗
kn Ulm 〈ψk|A|ψl〉

︸ ︷︷ ︸

=A
(ψ)
kl

=
∑

k,l

U †
nk A

(ψ)
kl Ulm , (14.15)

bzw. in Matrixform:
A(ϕ) = U †A(ψ) U. (14.16)

Satz: Jede hermitesche Matrix kann durch eine unitäre Transformation auf Diagonalge-
stalt (Amn = an δmn) gebracht werden. Die unitäre Matrix U besteht gerade aus den
Eigenvektoren von A.

Seien {ϕn} die Eigenvektoren von A und {ψn} eine beliebige Basis von L2 so folgt:

ϕn =
∑

l

ψl Uln ⇒ 〈ψm|ϕn〉 =
∑

l

〈ψm|ψl〉Uln = Umn . (14.17)
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14.2 Dirac Formalismus

Man ersetzt Ψ(~x, t = 0) =
∑

n cn ψn(x) durch einen abstrakten Vektor |Ψ 〉 im Hilber-
traum H. |Ψ 〉 ∈ H heisst Ket-Vektor. Weiterhin ersetz man Ψ∗(~x, t = 0) durch einen
abstrakten Bra-Vektor 〈Ψ| ∈ H∗. H∗ bezeichnet den dualen Raum. Unter einem Hilber-
traum versteht man einen vollständigen komplexen Vektorraum mit Skalarprodukt 〈Ψ|Φ〉
und Norm ||〈Ψ|Ψ〉|| =

√

〈Ψ|Ψ〉. Das Skalarprodukt ist so eine Abbildung

〈Ψ|Φ〉 : H∗ ×H → C . (14.18)

Der Raum der quadratintegrablen Wellenfunktionen L2(R) ist ein Beispiel für einen Hil-
bertraum. Die Existenz von 〈Ψ|Φ〉 und ||〈Ψ|Ψ〉|| sichert nun die quantenmechanische
Konsistenz.

H hat eine orthonormierte Basis |n〉 und jeder Vektor in H lässt sich schreiben als

|Ψ〉 =
∑

n

cn|n〉 , mit 〈n|m〉 = δnm , cn = 〈n|Ψ〉 . (14.19)

Ein Basiswechsel mit unitärer Matrix U lautet

|n〉 =
∑

m

|m〉Umn . (14.20)

Eine Darstellung des Identitätsoperators 1 erhält man aus

|ψ〉 =
∑

n

|n〉 cn =
∑

n

|n〉〈n|ψ〉 ⇒ 1 =
∑

n

|n〉〈n| (14.21)

(gilt nur bei vollständiger Basis).

In diesem Formalismus lautet die Schrödingergleichung:

i~
∂

∂t
|Ψ, t〉 = H|Ψ, t〉 . (14.22)

Mit |Ψ, t〉 =
∑

n cn(t) |n〉 folgt

i~
∑

n

∂cn
∂t

|n〉 =
∑

n

cnH|n〉 . (14.23)

Multipliziert man mit 〈m| von links so folgt

i~
∂cm
∂t

=
∑

n

cn 〈m|H|n〉 =
∑

n

cn(t)Hmn . (14.24)

Wenn die Basis |n〉 durch Eigenvektoren von H aufgespannt wird, so gilt Hmn = Enδnm
und damit

i~
∂cm
∂t

= Emcm , (14.25)

mit der Lösung

cm(t) = cme
− iEmt

~ . (14.26)
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Bei einer kontinuierlichen Basis |ξ〉 mit 〈ξ′|ξ〉 = δ(ξ − ξ′) gilt

|Ψ, t〉 =

∫

dξΨ(ξ, t)|ξ〉 , Ψ(ξ, t) = 〈ξ|Ψ, t〉 . (14.27)

Also z.B. für die Ortswellenfunktion

〈x|Ψ, t〉 = Ψ(x, t) (14.28)

wobei |x〉 Eigenvektor des Ortsoperators x̂ ist: x̂|x〉 = x|x〉. Für die Impulsdarstellung
gilt

〈p|Ψ, t〉 = Ψ(p, t) (14.29)

wobei |p〉 der Eigenvektor des Impulsoperators zum Eigenwert p ist.

14.3 Postulate der Quantenmechanik – Version II

Im Rahmen des Dirac-Formalismus lassen sich nun die Postulate der Quantenmechanik
aus Kapitel 2.2 umformulieren.

I Der Zustand eines physikalischen Systems wird durch einen Zustandsvektor |Ψ〉
beschrieben.

II Die Observablen werden durch hermitesche Operatoren A dargestellt.
(Funktionen von Observablen werden durch Funktionen von Operatoren darge-
stellt.)

III Der Mittelwert einer Observablen im Zustand |Ψ〉 wird durch 〈A〉 = 〈Ψ|A|Ψ〉 be-
stimmt.

IV Die Zeitentwicklung wird durch die Schrödingergleichung bestimmt

i~
∂

∂t
|Ψ, t〉 = H|Ψ〉 .

V Bei Messung von A geht das System, wenn an gemessen wurde, in den Eigenzustand
|ψn〉 von A über

(
A|ψn〉 = an|ψn〉

)
. Das nennt man Reduktion des Zustands.

Bemerkungen:

• Aus (II) und (III) folgt: Befindet sich das System im Zustand |Ψ〉 =
∑

n cn|ψn〉,
wobei |ψn〉 die Eigenzustände von A sind, so gibt |cn|2 die Wahrscheinlichkeit dafür
an, bei einer Messung von A den Eigenwert an zu finden.

• Für stationäre Zustände gilt

|Ψn, t〉 = e−iEnt/~|ψn〉 , H|ψn〉 = En|ψn〉

Befindet sich das System zur Zeit t = 0 im Zustand |Ψ〉 =
∑

n cn|ψn〉, dann gilt für
beliebige t

|Ψ, t〉 =
∑

n

cne
−iEnt/~|ψn〉 .
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15 Spin und Gesamtdrehimpuls

15.1 Spin

Der Zeeman-Effekt zeigt die Aufspaltung des Grundzustand |n = 0, l = 0, m = 0〉 des H-
Atoms in zwei nicht-entartete Energieniveaus im B-Feld. Daraus folgt, dass {H,L2, Lz}
keinen vollständigen Satz von Operatoren bilden. Darüber hinaus hatten wir gesehen,

dass die Drehimpulsalgebra [Li, Lj ] = i~
∑

k

ǫijk Lk halbzahliges l zulässt. Diese beiden

Beobachtungen motivieren das Postulat:

Das Elektron hat einen halbzahligen “Eigendrehimpuls”, genannt Spin.

Der Spin hat kein klassisches Analogon. Die Eigenzustände des H-Atoms werden wie
folgt erweitert

|ψ〉 = |nlm〉 ⊗ |χs〉 ∈ Hnlm ⊗HS , (15.1)

wobei |nlm〉 ∈ Hnlm die bisher gefundene Eigenzustände des H-Atoms sind und |χs〉 ∈
HS die Eigenzustände des Spin-Operators bezeichnet. H,L2, Lz wirken nur auf |nlm〉,
bzw. haben die Form

H → H ⊗ 1, L2 → L2 ⊗ 1, Lz → Lz ⊗ 1 . (15.2)

Der Spinopertor ist definiert als

~S = 1 ⊗ ~S, ~S =

3∑

i=1

si ~ei , (15.3)

mit
[~S,H ] = 0 = [~S, L2] = [~S, Lz] ,

[Si, Sj] = i~
∑

k

ǫijk Sk ⇒ [~S2, Sz] = 0 .
(15.4)

Damit ist {H, ~L2, Lz, ~S
2, Sz} ein vollständiger Satz von Observablen.

Die Eigenfunktionen |χs〉 von ~S2, Sz erfüllen

~S2 |χS〉 = ~
2 s(s+1) |χS〉

s= 1
2= 3

4
~

2 |χS〉

Sz |χS〉 = ~ sz |χS〉
sz=± 1

2= ±1
2
~ |χS〉

(15.5)

|χS〉 sind also 2 Zustände

|s = 1
2
, sz = 1

2
〉 ≡ |1

2
, 1

2
〉 ≡ | ↑〉

|s = 1
2
, sz = −1

2
〉 ≡ |1

2
,−1

2
〉 ≡ | ↓〉

(15.6)

mit Normierung
〈s, sz|s′, s′z〉 = δss′ δszs′z (15.7)
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Analog zum Drehimpuls definiert man

S± := Sx ± iSy , S†
+ = S− . (15.8)

Dann folgt aus (15.4)

[Sz, S±] = ±~S± , [S+, S−] = 2~Sz . (15.9)

Damit berechnet man

Sz S± |s, sz〉 = [Sz, S±] |s, sz〉 + S± Sz |s, sz〉 = ±~S± |s, sz〉 + ~ sz S± |s, sz〉
= ~ (sz ± 1) S± |s, sz〉 .

(15.10)

S±|s, sz〉 ist also Eigenzustand von Sz mit Eigenwert ~ (sz ± 1). Für s = 1
2
, sz = ±1

2
folgt

S+| ↑〉 = 0 , S−| ↓〉 = 0 , S+| ↓〉 = c | ↑〉 , S−| ↑〉 = c′ | ↓〉 . (15.11)

c und c′ werden durch die Normierung und die Relation

S−S+ = (Sx − iSy) (Sx + iSy) = S2
x + S2

y + i [Sx, Sy]
︸ ︷︷ ︸

i~Sz

= ~S2 − S2
z − ~Sz (15.12)

festgelegt:

|c|2 〈↑ | ↑〉 = |c|2 = 〈↑ |S−S+| ↑〉 = 〈↑ |~S2 − S2
z − ~Sz| ↑〉 = 3

4
~

2 − 1
4
~

2 + 1
2
~

2 = ~
2 ,

(15.13)
also c = ~. Analog zeigt man: c′ = ~. Damit gilt

S+|↓〉 = ~|↑〉 , S−|↑〉 = ~|↓〉 , S−|↓〉 = 0 = S+|↑〉 , Sz|↓〉 = −~

2
|↓〉 , Sz|↑〉 = ~

2
|↑〉 .

(15.14)

Als Matrixdarstellung des Spin-Operators erhält man

Sz →
(

〈↑ |Sz|↑〉 〈↑ |Sz|↓〉
〈↓ |Sz|↑〉 〈↓ |Sz|↓〉

)

=
~

2

(
1 0
0 −1

)

S± →
(

〈↑ |S±|↑〉 〈↑ |S±|↓〉
〈↓ |S±|↑〉 〈↓ |S±|↓〉

)

= ~







(

0 1
0 0

)

(

0 0
1 0

) .

(15.15)

Daraus folgt

Sx = 1
2
(S+ + S−) = ~

2

(
0 1
1 0

)

, Sy = 1
2i

(S+ − S−) = ~

2

(
0 −i
i 0

)

. (15.16)

Zusammen also

~S = ~

2
~σ mit σx =

(
0 1
1 0

)

, σy =

(
0 −i
i 0

)

, σz =

(
1 0
0 −1

)

. (15.17)
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Die Matrizen σx, σy, σz heißen Pauli-Matrizen. In den Übungen zeigen wir

σiσj = δij 1 + i
∑

k

ǫijk σk , Sp(σi) = 0 , det σi = −1 . (15.18)

In dieser Basis gilt

| ↑〉 =

(
1
0

)

, | ↓〉 =

(
0
1

)

. (15.19)

Ein beliebiger Spinzustand für s = 1
2

ist damit

|χS〉 = c↑ |↑〉 + c↓ |↓〉 , (15.20)

mit der Normierung
〈χS|χs〉 = 1 ⇒ |c↑|2 + |c↓|2 = 1 (15.21)

und
c↑ = 〈↑ |χS〉, c↓ = 〈↓ |χS〉 (15.22)

In der Matrixdarstellung gilt

|χS〉 =

(
c↑
c↓

)

. (15.23)

Der Identitätsoperator in H1
2

lautet

|↑〉〈↓ | + |↓〉〈↑ | . (15.24)

Jedem Elementarteilchen wird ein Spin zugeordnet:

s = 1
2

: e−, µ−, τ−, Quarks uund Leptonen
s = 1 : Photon, W±, Z0, Gluonen
s = 2 : Graviton
s = 0 : Higgs-Boson – noch nicht gefunden
s = 3

2
: Gravitino – noch nicht gefunden

s > 2 : können nicht elementar sein → gebundene Zustände, z.B. Kerne

15.2 Gesamtdrehimpuls

Als Gesamtdrehimpuls ~J definiert man die Summe

~J := ~L+ ~S = ~L⊗ 1 + 1 ⊗ ~S . (15.25)

~J operiert auf H = H~L ×H~S. Wegen [Li, Sj] = 0 gilt

[Ji, Jj] = [Li + Si, Lj + Sj ] = [Li, Lj] + [Si, Sj]

= i~
∑

k

ǫijk (Lk + Sk) = i~
∑

k

ǫijk Jk ,
(15.26)

d.h. Ji erfüllt die gleiche Algebra wie Li, Si. Es gilt weiter

~J2 =
∑

i

Ji Ji = ~L2 + ~S2 + 2 ~L · ~S . (15.27)
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Daraus folgt: |lm〉 ⊗ |s, sz〉 ist Eigenvektor von {~L2, Lz, ~S
2, Sz} aber nicht von ~J2 wegen

des ~L · ~S - Terms. D.h. wir müssen die Eigenzustände von ~J2 neu finden. Dazu überlegen
wir zunächst welche Operatoren mit ~J2 und untereinander vertauschen. Aus (15.26) folgt

[ ~J2, Jz] = 0 , (15.28)

aus (16.3) folgt

[ ~J2, ~L2] = [ ~J2, ~S2] = 0 . (15.29)

Jz, L
2, S2 vertauschen auch untereinander und somit suchen wir die Eigenzustände von

{ ~J2, Jz, ~L
2, ~S2} anstelle von {~L2, Lz, ~S

2, Sz}.
Die gesuchten Eigenvektoren |j, mj , l, s〉 von { ~J2, Jz, ~L

2, ~S2} erfüllen

~J2 |j, mj , l, s〉 = ~
2 j(j + 1) |j, mj , l, s〉 ,

Jz |j, mj , l, s〉 = ~mj |j, mj , l, s〉 ,
~L2 |j, mj , l, s〉 = ~

2 l(l + 1) |j, mj , l, s〉 ,
~S2 |j, mj , l, s〉 = ~

2 s(s+ 1) |j, mj , l, s〉 .

(15.30)

In der nächsten Vorlesung zeigen wir

|j,mj, l, s〉 =
∑

m,sz

cmsz |l,m〉 ⊗ |s, sz〉 ,

mit |l − s| ≤ j ≤ l + s , −j ≤ mj ≤ j , mj = m+ sz ,

(15.31)

wobei cmsz Clebsch-Gordon-Koeffizienten heissen. Sie sind tabelliert.

Zum Schluss prüfen wir die Übereinstimmung der Anzahl der Zustände. Zu festem l und s
gibt es in der |l,m〉⊗|s, sz〉-Basis genau (2l+1)(2s+1) Zustände. In der |j,mj , l, s〉-Basis
ist die Entartung identisch:

l+s∑

j=l−s
(2j+1) =

2s∑

k=0

(
2k+2(l−s)+1

)
= 2s(2s+1)+

(
2(l−s)+1

)
(2s+1) = (2l+1)(2s+1) .

(15.32)
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16 Gesamtdrehimpuls, Addition von Drehimpulsen

In der letzten Vorlesung haben wir den Gesamtdrehimpuls ~J = ~L+~S eingeführt. Er erfüllt
die Drehimpulsalgebra (15.26) und { ~J2, Jz, ~L

2, ~S2} bilden ein Vollständiges System von
Opertoren. Die zugehörigen Eigenzustände |j, mj , l, s〉 erfüllen (15.30).

Wir wollen nun (15.31) beweisen und zwar für den Spezialfall l beliebig, s = 1
2
. Dazu

benutzen wir die Leiteroperatoren J± = L± + S±. Wegen Jz = Lz + Sz gilt sofort

mj = m+ sz = m± 1
2
. (16.1)

Wir starten mit dem Zustand |l,m = l〉 ⊗ |s = 1
2
, sz = 1

2
〉 ≡ |l, l〉|↑〉 und prüfen

Jz |l, l〉|↑〉 = (Lz + Sz) |l, l〉|↑〉 = ~(l + 1
2
) |l, l〉|↑〉

= ~mj |l, l〉 ⊗ |↑〉 für mj = l + 1
2
.

(16.2)

Es ist günstig auch J2 durch Leiteropertoren auszudrücken. Es gilt

~J2 = ~L2 + ~S2 + 2 ~L · ~S = ~L2 + ~S2 + 2(LxSx + LySy + LzSz) (16.3)

mit

Lx = 1
2
(L++L−) , Ly = 1

2i
(L+−L−) , Sx = 1

2
(S++S−) , Sy = 1

2i
(S+−S−) , (16.4)

folgt

LxSx + LySy = 1
4
(L+ + L−)(S+ + S−) − 1

4
(L+ − L−)(S+ − S−) = 1

2
L+S− + 1

2
L−S+ .

(16.5)
Eingesetzt in (16.3) erhält man

~J2 = ~L2 + ~S2 + 2LzSz + L+S− + L−S+ . (16.6)

Damit können wir berechnen

~J2 |l, l〉|↑〉 = ~
2(l(l + 1) + s(s+ 1) + 2lsz) |l, l〉|↑〉 =

↑

sz=
1
2

~
2 (l + 1

2
)(l + 3

2
) |l, l〉|↑〉

= ~
2 j(j + 1) |l, l〉|↑〉 für j = l + 1

2
.

(16.7)

|l, l〉|↑〉 ist offensichtlich auch Eigenzustand von L2 und S2. Damit haben wir gezeigt

|j = l + 1
2
, mj = l + 1

2
, l, s = 1

2
〉 = |l, l〉|↑〉 . (16.8)

Damit gilt auch
J+ |l, l〉|↑〉 = (L+ + S+) |l, l〉|↑〉 = 0 . (16.9)

Nun konstruieren wir weitere Eigenzustände mit j = l+ 1
2
, mj < l+ 1

2
durch wiederholte

Anwedung von J−. Dabei benutzen wir

L± |l,m〉 = ~
√

l(l+1) −m(m±1) |l,m±1〉 = ~
√

(l ±m+ 1)(l ∓m) |l,m±1〉 ,
S+ |↓〉 = ~ |↑〉 , S− |↑〉 = ~ |↓〉 .

(16.10)
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Daraus folgt

J− |l, l〉|↑〉 = ~
√

2l |l, l−1〉|↑〉+ ~ |l, l〉 |↓〉 = c |j = l + 1
2
, mj = l − 1

2
, l, s = 1

2
〉 . (16.11)

Die Konstante c bestimmt man durch Normierung

1 = 〈j,mj , l, s|j,mj, l, s〉 =
~2

|c|2 (2l+1) ⇒ c = ~
√

2l+1 . (16.12)

Damit gilt

|j = l+ 1
2
, mj = l− 1

2
, l, s = 1

2
〉 =

√
2l

2l+1
|l, l−1〉|↑〉 + 1√

2l+1
|l, l〉 |↓〉 (16.13)

Erneute Anwendung von J− liefert

J− |j = l+ 1
2
, mj = l− 1

2
, l, s = 1

2
〉 = (L− + S−) |j = l+ 1

2
, mj = l− 1

2
, l, s = 1

2
〉

= . . . = c |j = l+ 1
2
, mj= l − 3

2
, l, s = 1

2
〉

(16.14)

Wir unterdrücken hier die Rechnung und beweisen statt dessen die allgemeine Formel

|j= l + 1
2
, mj , l, s = 1

2
〉 =

√
l+mj+

1
2

2l+1
|l, m = mj− 1

2
〉|↑〉 +

√
l−mj+ 1

2

2l+1
|l, m = mj+

1
2
〉|↓〉 ,
(16.15)

die für jedesmj im Intervall −j ≤ mj ≤ j gilt. Im Rahmen einer “Vollständige Induktion”
nehmen wir an, dass (16.15) gilt und beweisen die Gültigkeit für |j = l+ 1

2
, mj−1, l, s = 1

2
〉.

Dazu berechnen wir

J− |j = l+ 1
2
, mj , l, s = 1

2
〉 = (L− + S−) |j = l+ 1

2
, mj , l, s = 1

2
〉

=

√

l+mj+
1
2

2l+1

(

~

√

(l −mj + 3
2
)(l +mj − 1

2
) |l, m = mj− 3

2
〉|↑〉 + ~ |l, m = mj− 1

2
〉|↓〉

)

+

√

l−mj+
1
2

2l+1
~

√

(l −mj + 1
2
)(l +mj + 1

2
) |l, mj− 1

2
〉|↓〉

= ~

√
(l+mj+

1
2
)(l−mj+ 3

2
)(l+mj− 1

2
)

2l+1
|l,mj− 3

2
〉|↑〉 + ~

√
l+mj+

1
2

2l+1
(l −mj + 3

2
) |l,mj− 1

2
〉|↓〉

!
= c |j = l+ 1

2
, mj−1, l, s = 1

2
〉 .

(16.16)
Die Normierung liefert

1 = 〈j = l+ 1
2
, mj−1, l, s = 1

2
|j = l+ 1

2
, mj−1, l, s = 1

2
〉

=
~2

|c|2
(

(l +mj + 1
2
)(l −mj + 3

2
)(l +mj − 1

2
)

2l + 1
+

(l −mj + 3
2
)2(l +mj + 1

2
)

2l + 1

)

.

(16.17)
Daraus folgt

|c|2 = ~
2 (l +mj + 1

2
)(l −mj + 3

2
)

2l + 1

(

l +mj − 1
2

+ l −mj + 3
2

︸ ︷︷ ︸

2l+1

)

⇒ c = ~

√

(l +mj + 1
2
)(l −mj + 3

2
) .

(16.18)
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Damit ist gezeigt

|j = l+ 1
2
, mj−1, l, s = 1

2
〉 =

√
l+mj− 1

2

2l+1
|l,m = mj− 3

2
〉|↑〉+

√
l−mj+ 3

2

2l+1
|l,m = mj− 1

2
〉|↓〉 ,

(16.19)
im Einklang mit der Behauptung (16.15). Zusammenfassend haben wir also die folgenden
2(l+ 1

2
) + 1 = 2l + 2 Zustände konstruiert:

|j = l+ 1
2
, mj , s = 1

2
〉 für − (l+ 1

2
) ≤ mj ≤ (l+ 1

2
) . (16.20)

Insgesamt brauchen wir (2l + 1) · 2 = 4l + 2 Zustände; es fehlen also noch 2l Zustände.

Wir betrachten dazu die orthogonale Zustände

|x〉 := −
√

l−mj+ 1
2

2l+1
|l,m = mj− 1

2
〉|↑〉 +

√
l+mj+

1
2

2l+1
|l,m = mj+

1
2
〉|↓〉 . (16.21)

Unter Benutzung von (16.15) zeigt man

〈j = l+ 1
2
, mj , s = 1

2
|x〉 = 0 , (16.22)

d.h. |x〉 steht senkrecht auf allen bisher konstruierten Zuständen. |x〉 erfüllt

Jz |x〉 = (Lz + Sz) |x〉 = ~mj |x〉 (16.23)

und

~J2 |x〉 = (~L2 + ~S2 + 2LzSz + L+S− + L−S+) |x〉

= −
√

l−mj+ 1
2

2l+1

(
~

2l(l+1) + 3
4
~

2 + 2~
2(mj− 1

2
) · 1

2
︸ ︷︷ ︸

~2

)
|l,mj− 1

2
〉|↑〉

−
√

l−mj+ 1
2

2l+1
~

2
√

(l +mj + 1
2
)(l −mj + 1

2
) |l,mj+

1
2
〉|↓〉

+

√
l+mj+

1
2

2l+1

(
~

2l(l+1) + 3
4
~2 − 2~2(mj+

1
2
)1

2

)
|l,mj+

1
2
〉|↓〉

+

√
l+mj+

1
2

2l+1
~

√

(l −mj + 1
2
)(l +mj + 1

2
) |l,mj− 1

2
〉|↑〉

= ~
2 |l,mj− 1

2
〉|↑〉

√
l−mj+ 1

2

2l+1

(
−l2 − l − 3

4
−mj + 1

2
+ l +mj + 1

2
︸ ︷︷ ︸

−l2+ 1
4

)

+ ~
2 |l,mj+

1
2
〉|↓〉

√
l+mj+

1
2

2l+1

(
−l +mj − 1

2
+ l2 + l + 3

4
−mj − 1

2
︸ ︷︷ ︸

l2− 1
4

)

= ~
2 (l − 1

2
)(l + 1

2
) |x〉 = ~2 j(j+1) |x〉 für j = l − 1

2
, l 6= 0 .

(16.24)

Damit ist gezeigt, dass es sich bei den |x〉 tatsächlich um 2(l − 1
2
) + 1 = 2l Zustände

handelt. Für festes l haben wir also zusammen die 4l + 2 Zustände:

|j,mj , l, s = 1
2
〉 mit j = l ± 1

2
≥ 0 und − j ≤ mj ≤ j . (16.25)
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Oder in der Notation von (15.31)

|j,mj , l, s = 1
2
〉 =

l∑

m=−l

1
2∑

sz=−1
2

cmsz |l,m〉 ⊗ |s = 1
2
, sz〉 , (16.26)

mit |l − 1
2
| ≤ j ≤ l + 1

2
, −j ≤ mj ≤ j , mj = m+ sz und

cmsz =







√

l+mj+
1
2

2l+1
für j = l + 1

2
, m = mj − 1

2

√

l−mj+1
2

2l+1
für j = l + 1

2
, m = mj + 1

2

−
√

l−mj+1
2

2l+1
für j = l − 1

2
, m = mj − 1

2

√

l+mj+
1
2

2l+1
für j = l − 1

2
, m = mj + 1

2

. (16.27)
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17 Zeitunabhängige Störungstheorie

17.1 Nicht-entartete Störungstheorie

Gegeben sei
H = H0 + λH1 (17.1)

wobei die Eigenwerte E0
n und Eigenfunktionen |n0〉 von H0 bekannt seien, d.h. es gilt

H0 |n0〉 = E0
n |n0〉 . (17.2)

Weiterhin soll gelten
λH1 ≪ H0 , (17.3)

d.h. λH1 stellt eine “kleine Störung” von H0 dar. Man löst nun das Eigenwertproblem

H|n〉 = En|n〉 (17.4)

approximativ mit Hilfe einer Potenzreihenentwicklung in λ. Dazu dient der folgende An-
satz:

En = E0
n + λE1

n + λ2E2
n + · · · =

∞∑

l=0

(En)
lλl ,

|n〉 = |n0〉 + λ |n1〉 + λ2 |n2〉 + · · · =

∞∑

l=0

|nl〉λl .
(17.5)

Wir machen zunächst die Annahme, dass keine Entartung der Energieniveaus vorliegt.
Setzt man (17.5) in (17.4) ein folgt

H|n〉 = (H0 + λH1)(|n0〉 + λ |n1〉 + λ2 |n2〉 + . . . )

!
= (E0

n + λE1
n + λ2E2

n + . . . )((|n0〉 + λ |n1〉 + λ2 |n2〉 + . . . ) .

Ordnet man nach Potenzen in λ folgt

λ0 : H0 |n0〉 = E0
n|n0〉 , (17.6)

λ1 : H1 |n0〉 +H0 |n1〉 = E1
n |n0〉 + E0

n |n1〉 , (17.7)

λ2 : H1 |n1〉 +H0 |n2〉 = E1
n |n1〉 + E0

n |n2〉 + E2
n |n0〉 . (17.8)

Wir wählen die Normierung

〈n0|n0〉 = 1 , 〈n0|nl〉 = δ0l , (17.9)

woraus 〈n0|n〉 = 1 folgt. Multipliziert man (17.7) mit 〈n0| und benutzt (17.9) folgt

E1
n = 〈n0|H1|n0〉 , (17.10)

d.h. in erster Ordnung ist die Korrektur zur Energie durch den Erwartungswert des
Störoperators H1 in den Eigenzuständen des ungestörten Hamiltonopertors gegeben.
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Nun multiplizieren wir (17.7) mit 〈m0| für m 6= n und erhalten

〈m0|H0
︸ ︷︷ ︸

E0
m 〈m0|

|n1〉 + 〈m0|H1|n0〉 = E1
n 〈m0|n0〉
︸ ︷︷ ︸

= 0

+E0
n 〈m0|n1〉 , (17.11)

bzw.

〈m0|n1〉 =
〈m0|H1|n0〉
E0
n − E0

m

. (17.12)

Entwicklet man |n1〉 in Eigenfunktionen von H0:

|n1〉 =
∑

l

cl |l0〉 , (17.13)

so folgt

cm = 〈m0|n1〉 , bzw. |n1〉 =
∑

m6=n
|m0〉 〈m

0|H1|n0〉
E0
n −E0

m

. (17.14)

Für die Ordnung λ2 multipliziert man (17.8) mit 〈n0| und erhält

〈n0|H1|n1〉 + 〈n0|H0|n2〉
︸ ︷︷ ︸

E0
n 〈n0|n2〉=0

= E1
n 〈n0|n1〉 + E0

n 〈n0|n2〉 + E2
n 〈n0|n0〉 (17.15)

Daraus folgt

E2
n = 〈n0|H1|n1〉 =

∑

m6=n

〈n0|H1|m0〉〈m0|H1|n0〉
E0
n − E0

m

=
∑

m6=n

|〈n0|H1|m0〉|2
E0
n − E0

m

. (17.16)

Multipliziert man (17.8) mit 〈m0| folgt

〈m0|H1|n1〉 + 〈m0|H0|n2〉
︸ ︷︷ ︸

E0
m 〈m0|n2〉=0

= E1
n 〈m0|n1〉
︸ ︷︷ ︸

cm

+E0
n 〈m0|n2〉 + E2

n 〈m0|n0〉
︸ ︷︷ ︸

= 0

, (17.17)

bzw.
(E0

m −E0
n) 〈m0|n2〉 = cmE

1
n − 〈m0|H1|n1〉 (17.18)

Mit der Entwicklung |n2〉 =
∑

l ĉl |l0〉 folgt dann

ĉm =
cmE

1
n

E0
m − E0

n

+
∑

r

cr
〈m0|H1|r0〉
E0
n −E0

m

= −E1
n

〈m0|H1|n0〉
(E0

n − E0
m)2

+
∑

r

〈r0|H1|n0〉〈m0|H1|r0〉
(E0

n − E0
r )(E

0
n − E0

m)
,

(17.19)

wobei (17.14) benutzt wurde.
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17.2 Harmonischer Oszillator mit linearer Störung

Als Beispiel betrachten wir den harmonischer Oszillator mit lineare Störung, also

H = H0 +H1 , (17.20)

mit

H0 =
p2

2m
+ 1

2
mω2x2 = ~ω(n̂+ 1

2
) , H1 = αx . (17.21)

H0 hat die Kapitel 6 gefunden Eigenfunktion |n0〉 mit

H0|n0〉 = E0
n|n0〉 , E0

n = ~ω(n+ 1
2
) . (17.22)

Die lineare Störung lässt sich durch die Leiteroperatoren a, a† ausdrücken für die gilt

x = x0√
2

(
a + a†

)
, x0 ≡

√
~

mω
,

a|n0〉 =
√
n|n0 − 1〉 , a†|n0〉 =

√
n+ 1|n0 + 1〉 .

(17.23)

Daraus folgt H1 = αx0√
2

(
a+ a†

)
und

E1
n = 〈n0|H1|n0〉 = αx0√

2
〈n0|a+ a†|n0〉 = 0 . (17.24)

Für die Energiekorrektur 2. Ordnung berechnen wir

〈n0|H1|m0〉 = αx0√
2
〈n0|a+ a†|m0〉 = αx0√

2

(√
mδnm−1 +

√
m+ 1δnm+1

)
. (17.25)

Daraus folgt

E2
n = 〈n0|H1|n1〉 =

∑

m6=n

|〈n0|H1|m0〉|2
E0
n − E0

m

=
α2 x2

0

2~ω

(
− n− 1 + n) = − α2

2mω2
. (17.26)

Für die erste Korrektur der Zustände benutzen wir (17.14)

|n1〉 =
∑

m6=n
|m0〉 〈m

0|H1|n0〉
E0
n −E0

m

= αx0√
2~ω

(√
n|n− 1〉 −

√
n+ 1|n+ 1〉

)
.

Der harmonischer Ozsillator mit linear Störung lässt sich mit Hilfe einer quadratischen
Ergänzung exakt lösen. Dazu machen wir folgende Umformung

H =
p2

2m
+ 1

2
mω2x2 + αx = p2

2m
+ 1

2
mω2q2 − α2

2mω2 , (17.27)

mit q = x+ α
mω2 . Wir führen wieder Leiteroperatoren a, a† ein, diesmal mit

q = x0√
2

(
a + a†

)
. (17.28)

Damit lässt sich H schreiben als

H = ~ω(a†a + 1
2
) − α2

2mω2
. (17.29)

Da der zweite Term konstant ist folgt für die Energieeigenwerte

En = ~ω(n+ 1
2
) − α2

2mω2
= E0

n + E2
n . (17.30)

Der Vergleich mit (17.26) zeigt, dass die Korrektur zur 2. Ordnung in α exakt ist, d.h.
es gilt El

n = E2
nδ

l2.
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17.3 Harmonischer Oszillator mit kubischer Störung

Ein weiteres Beispiel ist der harmonischer Oszillator mit kubischer Störung, also

H = H0 +H1, mit H1 = α x3 (17.31)

Für die Energiekorrektur 1. Ordnung findet man

E1
n = 〈n0|H1|n0〉 = α 〈n0|x3|n0〉 = α 〈n0|)

(
a+ a†

)3|n0〉 = 0 , (17.32)

da kein Term aa† oder a†a auftreten kann. Für die Korrektur der Zustände findet man

|n1〉 =
∑

m6=n
|m0〉 〈m

0|H1|n0〉
E0
n −E0

m

= . . .

=
αx3

0

2
√

2

1

~ω

(
1
3

√

n(n−1)(n−2) |(n−3)0〉 − 1
3

√

(n+1)(n+2)(n+3) |(n+3)0〉

− 3(n+1)3/2 |(n+1)0〉 + 3n3/2 |(n−1)0〉
)

(17.33)
Die Energiekorrektur 2. Ordnung ist

E2
n = 〈n0|H1|n1〉 =

∑

m6=n

|〈n0|H1|m0〉|2
E0
n − E0

m

=
α2 x6

0

8~ω

(
1
3
n(n−1)(n−2) − 1

3
(n+1)(n+2)(n+3)− 9 (n+1)2 + 9n3

)

=
α2 ~2

8m3ω3

(

− 30n2 − 30n− 11
)

(17.34)

Wir sehen, dass die Konvergenz besser ist für kleines n.
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18 Entartete Störungstheorie und Stark Effekt

18.1 Entartete Störungstheorie

In den Herleitungen der letzten Vorlesung haben wir angenommen, dass die Energieei-
genzustände nicht entartet sind. In vielen Fällen (z.B. Wasserstoff) ist das aber nicht der
Fall und die ungestörten Zustände sind entartet. D.h. es gilt auf einem k-dimensionalen
Unterraum des Zustamdsraums:

H0 |n0
i 〉 = En |n0

i 〉 für i = 1, . . . , k . (18.1)

Auf diesem Unterraum ist die bisherige Annahme E0
n − E0

m 6= 0 nicht erfüllt. Man kann
aber in diesem Unterraum immer eine Basis {|n0

k〉} wählen so das

〈n0
k|H1|n0

l 〉 = E1
k δkl , (18.2)

d.h. eine Basis die H1 auf dem entarteten Unterraum diagonalisiert. Das ist immer
möglich, da auf dem entarteten Unterraum [H0, H1] = 0 gilt, denn 〈n0

i |H0|n0
j〉 = En δij

vertauscht mit jedem H1. Die korrekten Zustände auf dem entarteten Unterraum sind
die Eigenzustände von H1.

18.2 Stark-Effekt

Als Beispiel betrachten wir das H-Atom im homogenen elektrischen Feld ~E. O.B.d.A.
wählen wir ~E = E~ez und erhalten den Hamiltonoperator

H = H0 +H1 , mit H0 =
~p2

2m
− e2

r
, H1 = −e ~E · ~x = −eEz (18.3)

Die Eigenzustände und Eigenwerte von H0 wurden in den Kapiteln 11 und 12 bestimmt

H0 |nlm〉 = En |nlm〉 , (18.4)

mit

|nlm〉 = Rnl(κr)Ylm(θ, ϕ) , En = −Ry
n2

(18.5)

In den Übungen berechnen wir explizit

R10 = 2
(
Z
a

)3/2
e−

Zr
a ,

R20 = 2
(
Z
2a

)3/2
e−

Zr
2a

(
1 − Zr

2a

)
,

R21 = 1√
3

(
Z
2a

)3/2 Zr
a
e−

Zr
2a ,

(18.6)

wobei a := ~2

me20
der Bohr-Radius ist.

Die Korrektur zur Energie des Grundzustand |1, 0, 0〉 ist in 1. Ordung:

E1
n=1 = 〈1, 0, 0|eEz|1, 0, 0〉 ∼ eE

∫ ∞

0

dr r3 |R10|2
∫ +1

−1

d(cos θ) cos θ

︸ ︷︷ ︸

= 0

∫ 2π

0

dϕ = 0 , (18.7)
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wobei wir benutzt haben, dass Y00 konstant ist.

Der 1. angeregte Zustand ist 4-fach entartet, da die Zustände |2, 0, 0〉, |2, 1, 0〉, |2, 1,±1〉
dieselbe Energie haben. Die Energiekorrektur dieser Zustände wird durch die 4 × 4-
Matrix 〈nlm| z |n′l′m′〉 auf dem entartetet Unterraum bestimmt. Die Berechnung kann
durch Symmetrieüberlegungen vereinfacht werden. Es gilt

[z, Lz ] = [z, xpy − ypx] = 0 , (18.8)

woraus
0 = 〈n′l′m′|zLz − Lzz|nlm〉 = ~(m−m′) 〈nlm|z|n′l′m′〉 (18.9)

folgt. Daher kann das Matrixelement 〈nlm|z|n′l′m′〉 nur für

m = m′ (18.10)

von Null verschieden sein. (18.10) nennt man eine Auswahlregel. (Diese Auswahlregel gilt
für jedes Matrixelement 〈nlm|O|n′l′m′〉 wenn [O,Lz] = 0.)

Eine weitere Auswahlregel folgt aus der Rekursionsrelation

(l −m+ 1)Pm
l+1 = (2l + 1) cos θ Pm

l − (l + 1)Pm
l−1 , (18.11)

die für die assozierten Legendrepolynome aus der erzeugenden Funktion hergeleitet wer-
den kann. Aus (18.11) folgt sofort

cos θYlm = c1Yl+1m + c2Yl−1m , (18.12)

wobei c1,2 Konstanten sind, die wir im folgenden nicht benötigen. Daher gilt

〈n′l′m′|r cos θ|nlm〉 =

∫

dr r3Rn′l′Rnl

∫

dΩ cos θ Y ∗
l′m′Ylm,

=

∫

dr r3Rn′l′Rnl

∫

dΩ cos θ Y ∗
l′m′(c1Yl+1m + c2Yl−1m) .

(18.13)

Aus der Orthogonalität der Ylm folgt damit, dass die Matrixelemente 〈n′l′m′|r cos θ|nlm〉
nur von Null verschieden sein können, falls

l = l′ ± 1 . (18.14)

Das ist die 2. Auswahlregel.

Damit kann auf dem entarteten Unterraum nur 〈2, 0, 0| z |2, 1, 0〉 6= 0 gelten. Wir berech-
nen (für Z = 1)

〈2, 0, 0| z |2, 1, 0〉 =

∞∫

0

dr r3R20R21

∫

dΩ cos θ Y ∗
00Y10

=
2√
3

(
1

2a

)3

· 1

a

∞∫

0

dr r4
(

1 − r

2a

)

e−
r
a ·

√
3

4π

+1∫

−1

dξ ξ2

2π∫

0

dϕ

=
1

4a4

∞∫

0

dr r4
(

1 − r

2a

)

e−
r
a · 1

2

1

3
ξ3
∣
∣
∣

+1

−1
︸ ︷︷ ︸

2/3

=
1

12
a

∫ ∞

0

dx x4
(
1 − 1

2
x
)
e−x ,

(18.15)
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wobei wir Y00 = 1√
4π
, Y10 =

√
3
4π

cos θ benutzt haben und im letzten Schritt r = ax

substituiert haben. Benutzt man
∫∞
0
dx xn e−x = Γ(n+1) = n! so folgt schließlich

〈2, 0, 0| z |2, 1, 0〉 =
a

12

(
4! − 1

2
5!
)

=
a

12
(24 − 60) = −3a , (18.16)

bzw. in Matrixform

〈nlm| z |n′l′m′〉 =







0 −3a 0 0
−3a 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0







. (18.17)

Die Eigenwerte dieser Matrix lauten

λ1,2 = ±3a , λ3,4 = 0 , (18.18)

Die Eigenvektoren sind:

1√
2







1
−1
0
0







,
1√
2







1
+1
0
0







,







0
0
1
0







,







0
0
0
1







. (18.19)

Die Energiekorrekturen in 1. Ordnung sind somit

E1
n=2 = ±3aeE , (18.20)

mit den Eigenzuständen

1√
2
(|2, 0, 0〉 ± |2, 1, 0〉) , |2, 1,±1〉 . (18.21)
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19 Mehrteilchensysteme

19.1 Allgemeine Überlegungen

Bisher haben wir in der Vorlesung die Quantenmechanik eines Teilchens im Potenti-
al V diskutiert. Wir wollen in dieser Vorlesung die Verallgemeinerung für N Teilchen
einführen und dann in der nächsten Vorlesung als Beispiel das Helium-Atom mit zwei e−

im Potential eines Kerns mit zwei p+ diskutieren.

Der Hamiltonoperator für N Teilchen im Potential V lautet

H =
N∑

i=1

~p2

2m
+ V (~r1, . . . , ~rN) (19.1)

mit Eigenzuständen, die wir generisch als |n1, . . . , nN〉 angeben.

In der klassischen Mechanik spricht man von identischen Teilchen, wenn sie ununter-
scheidbar sind, also z.B. zwei e−. In der klassischen Physik sind sie aber jederzeit identi-
fizierbar, z.B. durch Angabe von Ort ~ri und Impuls ~pi. In der QM sind sie ununterscheid-
bar aber nicht identifizierbar, da man ihnen keine Bahn zuordnen kann. Mathematisch
bedeutet das

|n1, . . . , ni, . . . , nj, . . . , nN〉 = eiα|n1, . . . , nj, . . . , ni, . . . , nN〉 , α ∈ R . (19.2)

Man definiert den Permutationsoperator Pij durch

Pij|n1, . . . , ni, . . . , nj , . . . , nN 〉 = |n1, . . . , nj, . . . , ni, . . . , nN〉 . (19.3)

Er hat die folgenden Eigenschaften:

P 2
ij = 1 , Pij = P †

ij ⇒ Pij = P−1
ij = P †

ij , eiα = ±1 . (19.4)

Für identische Teilchen erfüllen alle Observablen

〈Ψ|A|Ψ〉 =
〈
Ψ|P †AP |Ψ

〉
⇒ [A,P ] = 0 . (19.5)

Insbesondere folgt damit [H,P ] = 0, d.h. H und P haben gemeinsame Eigenfunktionen.
Die möglichen Eigenwerte η von P sind η = ±1 auf Grund von P 2 = 1.

In der relativistischen Quantenfeldtheorie beweist man das Spin-Statistik-Theorem. Es
besagt, dass für η = +1 die Zustände total symmetrisch sind; ihnen wird ein ganzzahliger
Spin zugeordnet und man nennt sie Bosonen. Für η = −1 sind die Zustände total anti-
symmetrisch, ihnen wird ein halbzahliger Spin zugeordnet und man nennt sie Fermionen.

Ein Spezialfall ist das Pauliprinzip (W. Pauli, 1925, Hamburg, Nobelpreis 1945). Es
besagt, dass die Wellenfunktion eines Systems von Elektronen (Fermionen) total anti-
symmetrisch ist. Für zwei Elektronen hat man daher

|n1, n2〉 =

{
1√
2

(
|ψ(~x1, ~x2)〉 + |ψ(~x2, ~x1)〉

)
⊗ 1√

2

(
|s1, sz1〉|s2, sz2〉 − |s2, sz2〉|s1, sz1〉

)

1√
2

(
|ψ(~x1, ~x2)〉 − |ψ(~x2, ~x1)〉

)
⊗ 1√

2

(
|s1, sz1〉|s2, sz2〉 + |s2, sz2〉|s1, sz1〉

) ,

(19.6)
wobei |ψ(~x1, ~x2)〉 die Ortwellenfunktion bezeichnet. Daraus folgt, dass zwei Fermionen mit
gleichem sz nicht am selben Ort sein können und zwei Fermionen am selben Ort müssen
verschiedenes sz haben. Mit diesem Postulat läßt sich qualitativ das Periodensystems der
Elemente erklären.
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19.2 Nicht wechselwirkende Teilchen

Für nicht wechselwirkende Teilchen (mit gleicher Masse m) ist der Hamiltonoperator

H =

N∑

i=1

Hi , mit Hi =
~pi
2m

+ V (~xi) ⇒ [Hi, Hj] = 0 , (19.7)

da [~pi, ~pj] = [~xi, ~xj ] = [~pi, ~xj ] = 0. In diesem Fall ist der Hilbertraum ein Produktraum

H = H1 ⊗H2 ⊗ · · · ⊗ HN (19.8)

von Einteilchen-Hilberträumen Hi. Die Eigenzustände zerfallen analog in Produkte von
Einteilchenzustände |ni〉

|n1, n2, ..., nN〉 = |n1〉 ⊗ |n2〉 ⊗ ...⊗ |nN 〉 , (19.9)

mit

Hi |ni〉 = Ei |ni〉 , H |n1, n2, ..., nN〉 = E |n1, n2, ..., nN〉 , E =
N∑

i=1

Ei . (19.10)

Der Zustand |n1, n2, ..., nN〉 in (19.9) berücksicht allerdings noch nicht des Spin-Statistik-
Theorem. Für 2 Bosonen hat man z.B.

|n1, n2〉B = 1√
2

(
|n1〉1 |n2〉2 + |n2〉1 |n1〉2

)
. (19.11)

Man prüft leicht

P12 |n1, n2〉B = |n2, n1〉B = |n1, n2〉B , H |n1, n2〉B = E |n1, n2〉B . (19.12)

Für 2 Fermionen gilt:

|n1, n2〉F = 1√
2

(
|n1〉1 |n2〉2 − |n2〉1 |n1〉2

)
(19.13)

mit

P12 |n1, n2〉F = |n2, n1〉F = − |n1, n2〉F , H |n1, n2〉F = E |n1, n2〉F . (19.14)

Für N Bosonen gilt:

|n1, ..., nN〉B = cB
∑

alle Permut.

P
(
|n1〉 ⊗ |n2〉 ⊗ ...⊗ |nN 〉

)
, (19.15)

für N Fermionen gilt:

|n1, ..., nN〉F = cF
∑

alle Permut.

(−1)PP
(
|n1〉 ⊗ |n2〉 ⊗ ...⊗ |nN 〉

)
. (19.16)

Normiert man diese Zustände folgt |c|2 × Anzahl der Terme in der Summe
!
= 1, also

cF =
1√
N !

, cB =

√
N1!N2! · ... ·NN !√

N !
, (19.17)
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wobei Ni die Anzahl der Zustände mit Quantenzahlen ni angibt.

|n1, ..., nN 〉F läßt sich auch als Slater Determinante schreiben

|n1, ..., nN 〉F =
1√
N !

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

|n1〉1 . . . |n1〉N
...

...
|nN〉1 . . . |nN〉N

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

. (19.18)

Als Beispiel betrachten wir N freie Teilchen mit Spin im Volumen L3. Die Einteilchen-
zustände sind in diesem Fall Impulseigenzustände

|~p〉i ∼ e
i
~
~pi·~xi , Ei =

(~pi)
2

2m
. (19.19)

Fordert man periodische Randbedingungen am Rand des Volumens wird der Impuls
diskret

ψ(~xi) = ψ(~xi + ~L) ⇒ e
i
~
~pi·~L = 1 , (19.20)

mit der Lösung
pi,x,y,z = 2π~

L
ni,x,y,z , ni,x,y,z ∈ R . (19.21)

Für Bosonen ist der Grundzustand durch ~pi = ~0, ∀i characterisiert (Bose-Einstein Kon-
densation). Für Fermionen mit s = 1/2 kann jeder Impulseigenzustand maximal 2-fach
besetzt sein. Der Grundzustand läßt sich daher im Impulsraum als eine Kugel (genannt
Fermi-Kugel) mit Radius |~pi| ≤ |~pF | darstellen. ~pF heisst Fermi-Impuls.
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20 Helium-Atom

In dieser Vorlesung behandeln wir das Helium-Atom, dass aus zwei Elektronen, die sich im
Potenzial eines 2-fach positiv geladener Kern bestehenden aus zwei Protonen, bewegen.
Der Hamilton-Operator lautet

H = H1 +H2 + V , H1,2 =
~p2

1,2

2m
− Ze2

|~x1,2|
, V =

e2

|~x1 − ~x2|
, (20.1)

für Z = 2. Wir lösen das Problem in 3 Schritten:

1. V = 0 und kein Spin,

2. V = 0 und Spin,

3. V 6= 0 mit Hilfe der Störungstheorie.

Schritt 1: V = 0, kein Spin.

Die 1-Teilchenzustände sind in diesem Fall die Eigenzustände des H-Atoms |n, l,m〉 mit

En = −Z2Ry
n2 . Die Eigenzustände von H1 +H2 sind die Produktzustände

|Ψ〉 = 1√
2

(
|n1, l1, m1〉1 ⊗ |n2, l2, m2〉2 − |n2, l2, m2〉1 ⊗ |n1, l1, m1〉2

)
. (20.2)

Sie erfüllen
H |Ψ〉 = (H1 +H2) |Ψ〉 = En1n2 |Ψ〉 (20.3)

mit
En1n2 = En1 + En2 = −4Ry

(
1
n2

1
+ 1

n2
2

)
(20.4)

Damit lautet das Energie-Spektrum:

(n1, n2) En1n2/Ry
(1,1) -8

(1,2) -5

...
...

(1,∞) -4

(2,2) -2

Die Energie −4Ry entspricht der Ionisationsenergie, die benötigt wird, um ein Elek-
tron vom Kern abzutrennen. Die höheren Energieniveaus entsprechen keinen gebundenen
Zuständen, sondern sind nur als Resonanzen zu beobachten.

Schritt 2: Berücksichtigung des Spins

Die Spinzustände der beiden Elektronen sind die vier Produktzustände

|s, s1,z〉1 ⊗ |s, s2,z〉2 =







|↑〉1 ⊗ |↑〉2
|↓〉1 ⊗ |↓〉2
|↓〉1 ⊗ |↑〉2
|↑〉1 ⊗ |↓〉2

, (20.5)
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mit |↑〉 ≡
∣
∣s = 1

2
, sz = 1

2

〉
, |↓〉 ≡

∣
∣s = 1

2
, sz = −1

2

〉
. Sie entsprechen dem vollständigen

System von Operatoren: {~S2
1 , S1,z, ~S

2
1 ,
~S2,z}. Definiert man den Gesamtspin ~S kann man

zu einem anderen vollständiges System von Operatoren bestehend aus

{~S2, Sz, ~S
2
1 ,
~S2

2} , mit ~S := ~S1 + ~S2 (20.6)

übergehen. (Analog zu { ~J2, Jz, ~L
2, ~S2} für den Gesamtdrehimuls ~J := ~L+ ~S) Die Eigen-

zustände von (20.6) sind |s, sz, s1, s2〉 , mit |s1 − s2| ≤ s ≤ s1 + s2, also für s1 = s2 = 1
2

gilt s = 0, 1. Sie erfüllen:

~S2 |s, sz, s1, s2〉 = ~
2s(s+ 1) |s, sz, s1, s2〉 ,

~Sz |s, sz, s1, s2〉 = ~sz |s, sz, s1, s2〉 ,

~S1

2 |s, sz, s1, s2〉 = ~
2s1(s1 + 1) |s, sz, s1, s2〉 ,

~S2

2 |s, sz, s1, s2〉 = ~
2s2(s2 + 1) |s, sz, s1, s2〉 ,

(20.7)

In den Übungen zeigen wir

∣
∣s = 0, sz = 0, s1 = 1

2
, s2 = 1

2

〉
= 1√

2
(|↑〉 ⊗ |↓〉 − |↓〉 ⊗ |↑〉) ,

∣
∣s = 1, sz = 0, s1 = 1

2
, s2 = 1

2

〉
= 1√

2
(|↑〉 ⊗ |↓〉 + |↓〉 ⊗ |↑〉) ,

∣
∣s = 1, sz = 1, s1 = 1

2
, s2 = 1

2

〉
= |↑〉 ⊗ |↑〉 ,

∣
∣s = 1, sz = −1, s1 = 1

2
, s2 = 1

2

〉
= |↓〉 ⊗ |↓〉 .

(20.8)

Wir sehen, dass der Singulett Zustand
∣
∣s = 0, sz = 0, s1 = 1

2
, s2 = 1

2

〉
antisymmetrisch ist,

während der Triplett Zustand
∣
∣s = 1, sz, s1 = 1

2
, s2 = 1

2

〉
symmetrisch ist. Daraus resultie-

ren zwei verschiedene Formen des Heliums. Für das Parahelium ist die Ortswellenfunktion
symmetrisch und der Spinzustand antisymmetrisch

|Ψpara〉 = 1√
2
(|n1, l1, m1〉 ⊗ |n2, l2, m2〉 + |n2, l2, m2〉 ⊗ |n1, l1, m1〉) ⊗

∣
∣0, 0, 1

2
, 1

2

〉
. (20.9)

Für das Orthohelium ist die Ortswellenfunktion antisymmetrisch und der Spinzustand
symmetrisch.

|Ψortho〉 = 1√
2
(|n1, l1, m1〉 ⊗ |n2, l2, m2〉 − |n2, l2, m2〉 ⊗ |n1, l1, m1〉) ⊗

∣
∣1, sz,

1
2
, 1

2

〉
.

(20.10)

Auf Grund des Pauliprinzips gehört der Grundzustand mit n1 = 1 = n2 zum Parahelium
und ist nicht entartet. Der 1. angeregte Zustand mit n1 = 1, n2 = 2 ist für das Parahelium
4-fach entartet (

∑1
l=0(2l+ 1) = 4), für das Orthohelium 12-fach (

∑1
l=0(2l+ 1)(2s+ 1) =

12).

3. Schritt: V 6= 0, aber klein.

Mit Hilfe der Störungstheorie berechnen wir in 1. Ordung die Energiekorrektur zum
Grundzustand. Es gilt

E1
11 = 〈1, 0, 0| 〈1, 0, 0| 〈0, 0|V | |1, 0, 0〉 |1, 0, 0〉 |0, 0〉

= e2
∫

d3x1

∫

d3x2
|Ψ100(~x1)|2|Ψ100(~x2)|2

|~x1 − ~x2|
(20.11)
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Mit (Übungen)

Ψ100 = R10Y10 =
1√
π

(
Z

a

)3/2

e−
Zr
a , a ≡ ~

me2
(20.12)

folgt

E1
11 = e2

π2

(
Z
a

)6
∫ ∞

0

dr1r
2
1e

−2Zr1
a

∫ ∞

0

dr2r
2
2e

−2Zr2
a

∫

dΩ1

∫

dΩ2
1

|~x1 − ~x2|
. (20.13)

Mit Hilfe der Relation

1

|~x1 − ~x2|
=
∑

lm

4π

2l + 1

rl<
rl+1
>

Y ∗
lm(θ1ϕ1)Ylm(θ2ϕ2) (20.14)

folgt
∫

dΩ1

∫

dΩ2
1

|~x1 − ~x2|
=

(4π)2

r>
. (20.15)

Eingesetzt in (20.13) folgt

E1
11 = 16 e

2

π2

(
Z
a

)6
∫ ∞

0

dr1r
2
1e

−2Zr1
a

(∫ r1

r2=0

dr2
r22
r1
e

−2Zr2
a +

∫ r1

r2=r1

dr2r2e
−2Zr2
a

)

. (20.16)

Diese Integrale lassen sich elementar integrieren mit dem Ergebnis

E1
11 = . . . = 5

8
e2 Z

a

z=2≈ 2, 5Ry

E0
11 + E1

11 = −8Ry + 2, 5Ry = −5, 5Ry .
(20.17)

Der experimentelle Wert liegt bei E1
11 = −5, 8Ry.

Für die Energiekorrektur der 1. angeregten Zustände gilt

E1
nl = 〈Ψ|V |Ψ〉 , mit |Ψ〉 = 1√

2

(
|n, l,m〉 |1, 0, 0〉 ± |1, 0, 0〉 |n, l,m〉

) ∣
∣s, sz,

1
2
, 1

2

〉
,

(20.18)
wobei für das “+” s = 0 und für das “−” s = 1 gilt. Daraus resultieren zwei Terme

E1
nl = Jnl ±Knl (20.19)

mit

Jnl :=1
2
e2
∫

d3x1

∫

d3x2
|Ψ100(~x1)|2|Ψnlm(~x2)|2 + |Ψnlm(~x1)|2|Ψ100(~x2)|2

|~x1 − ~x2|
> 0 ,

Knl :=e2
∫

d3x1

∫

d3x2
Ψ∗

100(~x1)Ψ
∗
nlm(~x2)Ψnlm(~x1)Ψ100(~x2)

|~x1 − ~x2|
> 0 .

(20.20)

(J ist manifest positiv, K > 0 ergibt sich durch explizite Berechnung). Damit kann man
die 4-fache Aufspaltung des 1. angeregeten Niveaus erklären.

79



21 Heisenberg- und Dirac-Bild

21.1 Heisenberg-Bild

Bisher haben wir zeitabhängige Zustände |Ψ(t)〉 betrachtet, die die Schrödinger-Gleichung
erfüllen, d.h.

i~∂t |Ψ(t)〉 = H |Ψ(t)〉 . (21.1)

Es ist aber manchmal günstig zu einer Basis überzugehen, in der die Zustände zeitun-
abhängig sind. Diese Basis nennt man das Heisenberg-Bild.

Wir betrachten dazu die unitäre Transformation

|Ψ(t)〉 → |Ψ′(t)〉 = U(t) |Ψ(t)〉 ,

H → H ′ = U(t)H(t)U †(t) ,
(21.2)

mit UU † = U †U = 1, d.h. U ist ein unitärer Operator. (Wir wählen eine unitäre Trans-
formation damit 〈Ψ′|Ψ′〉 = 〈Ψ|Ψ〉 gilt.) Damit folgt

〈Ψ′|H ′|Ψ′〉 =
〈
Ψ|U †UHU †U |Ψ

〉
= 〈Ψ|H|Ψ〉 , (21.3)

d.h. die Erwartungswerte von H sind invariant unter der Transformation (21.2).

Das Heisenberg-Bild ist definiert durch die Vorschrift, mit Hilfe von (21.2) eine Basis zu
wählen, in der die Zustände |Ψ′〉 zeitunabhängig sind, also ∂t|Ψ′〉 = 0. Diese Basis wird
mit |ΨH〉 bezeichnet.

Die bisher betrachtete Basis von zeitabhängigen Zuständen heisst Schrödinger-Bild und
aus (21.2) folgt

|ΨS(t)〉 = U †(t)|ΨH〉 , HS = U †(t)HHU(t) . (21.4)

Aus (21.1) folgt damit

i~∂t |Ψ(t)〉 = i~
(
∂tU

†(t)
)
|ΨH〉 = HSU

†|ΨH〉

⇒ i~
∂U †

∂t
= HSU

† .
(21.5)

Die Lösung dieser DGL für zeitunabhängige HS lautet U † = c·e− i
~
HSt. Definiert man noch

einen beliebigen aber festen Zeitpunkt t0 an dem S.-Bild und H.-Bild übereinstimmen
sollen, d.h. U(t = t0) = 1, so folgt schließlich

U †(t, t0) = e−
i
~
HS(t−t0) . (21.6)

Aus (21.2) folgt dann

|ΨH〉 = e
i
~
HS(t−t0)|ΨS〉 . (21.7)

Man definiert nun allgemein Operatoren OH im Heisenberg-Bild (für t0 = 0) durch

OH(t) = U(t)OSU
†(t) = e

i
~
HStOS e

− i
~
HSt , (21.8)
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wobei wir mit OS die Operatoren im S.-Bild bezeichnen. Wegen [HS, U ] = [HS, U
†] = 0,

gilt für den Hamiltonoperator

HH = UHSU
† = UU †HS = HS ≡ H , (21.9)

d.h. H ist identisch in beiden Bildern.

Aus (21.6) folgt

dU

dt
= i

~
HU = i

~
UH ,

dU †

dt
= − i

~
HU † = − i

~
U †H . (21.10)

Differenziert man (21.8) ergibt sich

dOH

dt
=
dU

dt
OSU

† + UOS
dU †

dt
+ U

dOS

dt
U †

= i
~
[H UOSU

†
︸ ︷︷ ︸

OH

−UOSU
†

︸ ︷︷ ︸

OH

H ] + U
dOS

dt
U † ,

(21.11)

wobei im 2. Schritt (21.10) benutzt wurde. Mit der Abkürzung ∂OH
∂t

:= U dOS
dt
U † folgt

schließlich Heisenbergs Bewegungsgleichung

dOH

dt
= i

~
[H,OH] +

∂OH

∂t
. (21.12)

Diese DGL ist das Analogon der SG im H.-Bild.

Wir fassen zusammen: Im S.-Bild sind die Zustände |ΨS(t)〉 zeitabhängig und sie erfüllen
die SG. (21.1); die OperatorenOS sind zeitunabhängig. Im H.-Bild sind die Zustände |ΨH〉
zeitunabhängig aber die Operatoren OH sind zeitabhängig und erfüllen die HG. (21.12).

Erhaltungssätze lassen sich im H.-Bild vorteilhaft diskutieren.

• dH
dt

= 0 gilt falls ∂H
∂t

= 0.

Aus der Invarianz unter Zeittranslationen folgt die Erhaltung der Energie.

• d~pH
dt

= 0 falls [H, ~pH ] = 0, ∂~pH
∂t

= 0.

Aus der Translationsinvarianz des Ortes folgt die Erhaltung des Impulses.

• d~LH
dt

= 0 falls [H, ~LH ] = 0,
~LH
∂t

= 0.

Aus der Invarianz unter Rotationen folgt die Erhaltung des Drehimpulses.

21.2 Dirac-Bild (Wechselwirkungs-Bild)

Bisher haben wir zeitunabhängige Hamilton-Operatoren betrachtet. In Anwendung der
Atomphysik gilt aber oft H = H(t). In diesem Fall spaltet man den zeitabhängigen Teil
ab und behandelt ihn als Störoperator H1(t). Man hat also

H = H0 +H1(t) , (21.13)
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wobei H0 zeitunabhängig ist.

Das Dirac-Bild (Wechselwirkungs-Bild) ist definiert durch (der Index I steht für ”Inter-
action”)

|ΨI(t)〉 := U(t)|ΨS〉 , OI(t) = UOSU
† , (21.14)

mit U = e
i
~
H0t. Daher gilt nun [U,H ] 6= 0. Aus dieser Definition folgt

i~∂t|ΨI〉 = i~
∂U

∂t
|ΨS〉 + i~

∂|ΨS〉
∂t

. (21.15)

Wir benutzen ∂tU = i
~
H0U und (21.1) und erhalten

i~∂t|ΨI〉 = −H0|ΨI〉 + UH|ΨS〉 = −H0|ΨI〉 + UHU †U |ΨS〉

= −H0|ΨI〉 + U(H0 +H1)U
†|ΨI〉 = UH1U

†|ΨI〉 .
(21.16)

Man definiert HI := UH1U
† und erhält die DGl für |ΨI〉

i~∂t|ΨI〉 = HI |ΨI〉 . (21.17)

Für die Operatoren OI folgt aus (21.14)

dOI

dt
=
dU

dt
OSU

† + UOS
dU †

dt
+ U

dOS

dt
U † = i

~
(H0 UOSU

†
︸ ︷︷ ︸

OI

−UOSU
†

︸ ︷︷ ︸

OI

H0) + U
dOS

dt
U †

=
i

~
[H0, OI ] +

∂OI

∂t
,

(21.18)
wobei U dOS

dt
U † := ∂OI

∂t
definiert wurde. Im D.-Bild sind also Zustände und Operatoren

zeitabhängig. Die Zustände erfüllen eine SG (21.17) mit HI als Hamiltonoperator, die
Operatoren erfüllen eine Heisenberg-Gleichung (21.18) mit H0 als Hamiltonoperator.
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22 Zeitabhängige Störungstheorie

Der Ausgangspunkt ist ein Hamiltonoperator der Form

H = H0 +H1(t) . (22.1)

Wir machen folgende zusätzliche Annahmen:

• Für H0 sind Eigenzustände und Eigenwerte bekannt,

• H1(t) ist “kleine” Störung von H0,

• Für H1(t) gilt:

H1 =

{
0 t ≤ t0
H1(t) t > t0

. (22.2)

Im Schrödinger-Bild gilt damit

i~∂t|Ψ0(t)〉 = H0|Ψ0(t)〉 , i~∂t|ΨS(t)〉 = (H0 +H1)|ΨS(t)〉 . (22.3)

Die Idee ist H1 durch Übergang ins Dirac-Bild abzuseparieren und dann iterativ eine
Lösung für kleine H1 zu finden. Dazu definieren wir

|ΨI〉 := U |ΨS〉 , mit U = e
i
~
H0t|ΨS〉 . (22.4)

Aus (21.17) folgt dann

i~∂t|ΨI〉 = HI |ΨI〉 , mit HI = U(t)H1(t)U
†(t) . (22.5)

Diese Gleichung kann in eine Integralgleichung umgewandelt werden

|ΨI〉 = |ΨI(t = t0)〉 +
1

i~

∫ t

t0

dt′HI(t
′)|ΨI(t

′)〉 . (22.6)

Iteratives Einsetzen liefert

|ΨI(t)〉 = |ΨI(t0)〉 +
1

i~

∫ t

t0

dt′VI(t
′)
(

|ΨI(t0)〉 +
1

i~

∫ t′

t0

dt′′VI(t
′′)|ΨI(t

′′)〉
)

= |ΨI(t0)〉 +
1

i~

∫ t

t0

dt′VI(t
′)|ΨI(t0)〉

+
1

(i~)2

∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′VI(t
′)VI(t

′′)|ΨI(t0)〉

+
1

(i~)3

∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′
∫ t′′

t0

dt′′′VI(t
′)VI(t

′′)VI(t
′′′)|ΨI(t0)〉

+ . . .

(22.7)

Für HI “klein” kann man diese Reihenentwicklung abbrechen.
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Wir wollen uns jetzt auf den Fall konzentrieren, dass sich für t < t0 das System in einem
Eigenzustand von H0 befindet, d.h.

|mS(t)〉 = e−
i
~
E0
mt|ms〉 , mit H0|ms〉 = E0

m|ms〉 . (22.8)

Für t > t0 folgt aus (22.7)

|ΨI(t)〉 = |mI(t0)〉
︸ ︷︷ ︸

|mS〉

+
1

i~

∫ t

t0

dt′VI(t
′)|mI(t0)〉 + . . . (22.9)

Wir berechnen jetzt die Wahrscheinlichkeit P das System zur Zeit t > t0 in einem Ei-
genzustand

|nS(t)〉 = e−
i
~
E0
nt|n(t0)〉 = e−

i
~
H0t|n(t0)〉 (22.10)

von H0 zu finden. Wir betrachten zunächst den Fall n 6= m, so dass P durch

P = | 〈nS(t)|ΨS(t)〉 |2 = |〈nI(t0)| e
i
~
H0(t−t0)|ΨS(t)〉

︸ ︷︷ ︸

=|ΨI(t)〉

|2 = |〈nI(t0)|ΨI(t)〉|2 (22.11)

gegeben ist. Setzt man (22.9) ein so folgt

P =
∣
∣
∣ 〈nS(t0)|ΨI(t)〉

∣
∣
∣

2

=
∣
∣
∣ 〈nS(t0)|mS(t0)〉
︸ ︷︷ ︸

=0

+
1

i~

∫ t

t0

dt′ 〈nS(t0)|HI(t
′)|mS(t0)〉 + . . .

∣
∣
∣

2

=
∣
∣
∣
1

i~

∫ t

t0

dt′〈nS|e
i
~
H0tH1(t

′)e−
i
~
H0t|mS〉 + . . .

∣
∣
∣

2

=
∣
∣
∣
1

i~

∫ t

t0

dt′e−
i
~
(E0
n−E0

m)t 〈nS|H1(t
′)|mS〉 + . . .

∣
∣
∣

2

.

(22.12)
Damit ist die Wahrscheinlichkeit das System zur Zeit t im Zustand |n〉 zu finden, wenn
das System zum Zeitpunkt t = t0 im Zustand |m〉 war

P ≡ Pnm =

∣
∣
∣
∣

1

~

∫ t

t0

dt′eiωnmt 〈n|H1(t
′)|m〉

∣
∣
∣
∣

2

, mit ωnm :=
E0
n − E0

m

~
. (22.13)

Wegen n 6= 0 nennt man Pnm auch Übergangswahrscheinlichkeit. Die Wahrscheinlichkeit
das System zur Zeit t im Zustand |m〉 zu finden heisst Verweilwahrscheinlichkeit und ist
gegeben durch

Pm = 1 −
∑

n 6=m
Pnm . (22.14)

Als Beispiel wollen wir nun den Spezialfall einer konstanten Störung, die zum Zeitpunkt
t = t0 eingeschaltet wird betrachten. In diesem Fall gilt

H1(t) = V0 Θ(t− t0) , (22.15)

wobei V0 konstant ist. Eingesetzt in (22.13) folgt

Pnm =
1

~2

∣
∣
∣
∣

(∫ t

t0

dt′eiωnmt
)

〈n|V0|m〉
∣
∣
∣
∣

2

=
1

~2

∣
∣
∣
∣

eiωnmt − 1

iωnm
〈n|V0|m〉

∣
∣
∣
∣

2

. (22.16)
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Benutzt man noch die Identität: |eix − 1|2 = 4 sin2 x
2

erhält man

Pnm =
1

~2

(
sin ωnmt

2
ωnm

2

)2

|〈n|V0|m〉|2 . (22.17)

Zur weiteren Betrachtung untersuchen wir die Funktionenfolge

δt(α) :=
sin2 αt

πα2t

{

≤ 1
πα2t

α 6= 0

= t
π

α = 0
. (22.18)

Im Grenzwert t→ ∞ ist δt(α) die Delta-Funktion

lim
t→∞

δt(α) = δ(α) . (22.19)

Für t groß gilt daher

Pnm → πt
~2 δ

(
ωnm

2

)
|〈n|V0|m〉|2 = 2πt

~
δ(En −Em) |〈n|V0|m〉|2 . (22.20)

Diese Formel heisst auch Fermi’s Goldene Regel. Man definiert die Übergangsrate Γnm
als

Γnm =
Pnm
t

= 2π
~
δ(En −Em) |〈n|V0|m〉|2 . (22.21)

Für ein kontinuierliches Energiespektrum betrachtet man Zustände mit einer Zustands-
dichte ρ(En) im Interval dEn. Dabei gibt ρ(En)dEn die Anzahl der Zustände im Interval
[En, En + dEn] an. In diesem Fall gilt

ΓdEn :=

∫

dEnρ(En)Γnm = 2π
~
ρ(En) |〈n|V0|m〉|2 . (22.22)
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