Quantenmechanik I

Script zur Vorlesung

Jan Louis & Rutger Boels

1. Institut fiir Theoretische Physik der Universitit Hamburg, Luruper Chaussee 149,
22761 Hamburg, Germany

31. Mai 2016



Inhaltsverzeichnis

1 Hamilton Formalismus der klassischen Mechanik 4
1.1 Newtonsche Mechanik . . . . .. .. ... .. ... ... ... ...... 4
1.2 Lagrange Formalismus . . . . . . .. ... .. ... ... ... ...... 4
1.3 Hamilton Formalismus . . . . .. ... ... ... . ... ......... 4
1.4 Phasenraum . . . . . . . ... )
1.5 Poisson Klammern . . . . . . .. ... ... 6
1.6  FErhaltungsgroflen . . . . . . . ..o 7

2 Postulate der Quantenmechanik 8
2.1 Kurzer historischer Uberblick . . . . .. .. ... ... ... .. ..... 8
2.2 Postulate der Quantenmechanik . . . . .. ... 000000 L 9
2.3 Beispiel: freies Teilchen . . . . . . . . . ... oo 9

3 Stationdre Schrodinger Gleichung und unendlich hoher Potentialtopf 11

3.1 Stationére Schrodinger Gleichung . . . . . . . . .. ..o 11
3.2 Teilchen in unendlich hohem Potentialtopf . . . . . ... ... ... ... 11
4 Quadratintegrable Wellenfunktionen 14
4.1 Kontinuitéitsgleichung der Wahrscheinlichkeitsdichte . . . . . . . . . . .. 14
4.2 Funktionenraum der W . . . . . . . ... 15
4.3 Operatoren auf L? . . . . . . .. ... 17
4.4  Operatoren im Skalarprodukt . . . . . ... ... ..o 18
4.5 Ehrenfest Theorem . . . . . . . . .. ... .. ... ... 18
5 Eigenwerte und Eigenfunktionen von Operatoren auf > 19
5.1 Hermitesche Operatoren . . . . . . . .. . .. .. ... ... ....... 19
5.2 Die Eigenfunktionen von H als Basisvon L* . . . . . ... ... ..... 21
5.3 Gemeinsame Eigenfunktionen von Operatoren . . . . . . . .. ... ... 21
5.4 Kontinuierliche Eigenwerte . . . . . . . .. ... ..o 22
6 Eindimensionaler Harmonischer Ozsillator 23
7 Potentialstufe, Potentialschwelle und Potentialtopf 27
7.1 Potentialstufe . . . . . ... 27
7.2 Potentialschwelle . . . . . . . ... . oo 28
7.3 endlich hoher Potentialtopf . . . . . . . . ... ... ... ... ...... 29



7.4 Zusammenfassung der eindimensionalen Systeme . . . . . . . .

8 Messwerte in der QM

9 Drehimpuls in der QM

9.1 Explizite Darstellungen . . . . . . . .. .. ... ...
9.1.1 Vectoren und Matrizen . . . . . . . . ... .. ... ..

9.1.2 Funktionen und Differentialoperatoren . . . . . . . ..

10 Legendre Polynome und Kugelflaichenfunktionen

11 Wasserstoffatom 1

11.1 Teilchen im Zentralpotential . . . . . . .. ... .. ... ...
11.2 Teilchen im Coulomb Potential . . . .. .. .. .. ... ...

12 Wasserstoffatom I1

12.1 Laguerre-Polynome . . . . . . . . . .. ... ... ... ...

12.2 Entartung der Energieniveaus . . . . . . . . . ... ... ...

13 Teilchen im Magnetfeld

13.1 Klassische Elektrodynamik . . . . . . ... ... .. ... ...
13.2 Quantenmechanik geladener Teilchen . . . . . . . .. .. ...
13.3 Zeeman-Effekt . . . . . . ..o
13.4 Aharanov-Bohm Effekt . . . . . .. ... ..o

14 Abstrakte Formulierung der QM

14.1 Basiswechsel und Matrixdarstellung von Operatoren in L?
14.2 Dirac Formalismus . . . . .. .. .. ... .. ... ... ...

14.3 Postulate der Quantenmechanik — Version IT . . . . . . . . ..

15 Spin und Gesamtdrehimpuls

15.1 Spin . . . . .
15.2 Gesamtdrehimpuls . . . . . . .. ..o

16 Gesamtdrehimpuls, Addition von Drehimpulsen

17 Zeitunabhingige Storungstheorie

17.1 Nicht-entartete Storungstheorie . . . . . . . . ... ... ...

17.2 Harmonischer Oszillator mit linearer Stérung . . . . . . . . . .

31

34
36
37
37

39

43
43
44

47
47
49

50
50
o1
93
53

55
95
57
o8

59
59
61

63



17.3 Harmonischer Oszillator mit kubischer Stérung . . . . . . . . . .. .. ..

18 Entartete Storungstheorie und Stark Effekt

18.1 Entartete Storungstheorie . . . . .
18.2 Stark-Effekt . . . . ... ... ...

19 Mehrteilchensysteme

19.1 Allgemeine Uberlegungen . . . . . .
19.2 Nicht wechselwirkende Teilchen . .

20 Helium-Atom

21 Heisenberg- und Dirac-Bild

21.1 Heisenberg-Bild . . . . .. ... ..

21.2 Dirac-Bild (Wechselwirkungs-Bild)

22 Zeitabhingige Storungstheorie

71
71
71

74
74
75

7

80
80
81

83



1 Hamilton Formalismus der klassischen Mechanik

1.1 Newtonsche Mechanik

Die Bewegung von N Teilchen wird in der Newtonschen Mechanik durch die Newton
Gleichungen _ ) B

ﬁ[(t):mjfj(t):F[, ]:1,...,N, (11)
bestimmt. p; = my7y ist der Impuls des [-ten Teilchens, m; seine (zeitunabhéngige)
Masse, 77 der Ortsvektor und F} ist die Kraft auf das I-te Teilchen.

Die Newton Gleichungen (1.1) sind f = 3N Differentialgleichungen 2. Ordnung mit
2f = 6N freien Integrationskonstanten 7;(t = 0),7;(t = 0). f bezeichnet die Anzahl der
Freiheitsgrade eines physikalischen Systems.

1.2 Lagrange Formalismus

Im Lagrange Formalismus fithrt man verallgemeinerte Koordinaten ¢, und verallgemei-
nerte Geschwindigkeiten ¢,,a =1, ..., f, fiir jeden Freiheitsgrad ein. Die Lagrangefunk-

tion ist definiert als
L(qa7(ja) :T_V ) (]‘2)

wobei die kinetische Energie T durch

f
T=13) Malaa - (1.3)

a=1

gegeben ist. Fiir die potentielle Energie V' machen wir oft die vereinfachende Annahme
das V nicht von ¢, abhéngt, also V' = V(q,). Der (negative) Gradient von V is die Kraft

F, = —g—;;. Die Bewegungsgleichungen (Euler-Lagrange Gleichungen) lauten
oL d oL
———=0. (1.4)
g, dt 94

Das sind f Differentialgleichungen 2. Ordnung.

1.3 Hamilton Formalismus

Im Hamilton Formalismus fiihrt man verallgemeinerte Koordinaten ¢, und kanonisch
konjugierte Impulse p, fiir jeden Freiheitsgrad ein, wobei die Impulse durch

oL
= — 1.5
Pa= 5 (1.5)
definiert sind. Die Hamiltonfunktion H ist die Gesamtenergie definiert als
H(qa,pa) =T+ V. (1.6)



Die Bewegungsgleichungen (Hamilton Gleichungen) lauten

) )

a — 3 a — — . 1.7
@=5 p o0, (1.7)
Das sind 2f Differentialgleichungen 1. Ordnung.
Als Beispiel betrachten wir N Teilchen im Potential V' mit der Lagrangefunktion
L=1> mgg—V(g) - (1.8)
b=1
Aus (1.5) folgt dann
oL Pa
a = — — Na{a = .a = 1.9
Pa = 5o = Mad Go = (1.9)
Eingesetzt in (3.1) ergibt
! ! PoPo
H(qe,po) =T+V =1 i, + V(q) = — +V(q) . 1.10
(¢a> Pa) + 5 bzlmebe +V(q) bzl o +V(q) (1.10)
Die Bewegungsgleichungen (1.7) lauten damit
OH  p, ) 0H ov
'a: :—’ a — — _——:Fa. 111
= Oy ma P 94q 94q (L11)

Setzt man die beiden Gleichungen ineinander ein ergeben sich die Newton Gleichungen

Jo=—7—=1Fa. (1.12)

1.4 Phasenraum

Der Zustand eines Teilchens in der klassischen Physik wird vollstéindig durch die An-
gabe von (pg,q,) charakterisiert. Man fasst diese Variablen auch als Koordinaten eines
2 f-dimensionalen Phasenraums auf. Ein physikalischer Zustand entspricht dann einem
Punkt im Phasenraum, eine (zeitliche) Abfolge von Zusténden wird durch eine Kurve im
Phasenraum (p, (), ¢.(t)) beschrieben. Diese Kurve, oder in anderen Worten die Dynamik
des physikalischen Systems, wird durch die Hamilton Gleichungen (1.7) festgelegt.

Als Beispiel betrachten wir den 1-dimensionalen harmonische Ozsillator mit der Hamil-

tonfunktion
P

H=o-+ Imw?q® (1.13)
und den Hamilton Gleichungen
OH 0H
cj:—zg, p=—— = —mw’q, = G+wiqg=0. (1.14)
dp m 0q

Die Gesamtenergie FF = H ist erhalten da

p=ty mw?qq = —mw?qq + mw?qg =0, (1.15)
m



wobei in der letzten Gleichung (1.14) benutzt wurde. Daher entsprechen Bewegungen des
harmonischen Ozsillators Ellipsen im Phasenraum

2 2
p q
) + 02 =1, (1.16)
mit den Halbachsen
omE, b= (1.17)
a=V2m = )
’ mw?

1.5 Poisson Klammern

Physikalische MeBgréfien (Observablen) sind Funktionen im Phasenraum A(pq, ¢4), B(Pa; 4o )-
Man definiert die Poisson Klammern durch

' 0A0B  0A0B
(A, B} = bzl <a_%a_m - a—ma—%) . (1.18)
Die Poisson Klammern hat folgende Eigenschaften:

i)  {AB}=-{B A},

i7) {A,AB+ uC} = MA, B} + pn{A,C}, ApeR)

(1.19)
i11) {A,BC} ={A,B}C + B{A,C} ,
w)  {AAB Ci}+{B,{C A}} +{C{A B}} =0,
die auf Ubungsblatt 1 bewiesen werden.
Folgende Spezialfille sind von Interesse:
f
. B 040 Oqy ~ 0qa Oqp\
Z) {qa7qb} - ; (aqc apc - apca—qc> =0 )
i7) {Pa;p} =...=0,
f
940 Opy,  Oqa Opy
) e} = ; <0qc Ope  Ope 0qc) =0 (1.20)
f
: B 0Adq, 0AODq,\  O0A
vt ; <3qc Op.  Op. 3qc) = op, U Ab
f
B 0Adp, O0Adp,\  0A
O )= ; <3qc Ope  Ope 3qc> =g, et
Dabher lassen sich die Hamilton Gleichungen (1.7) auch wie folgt schreiben:
OH OH
lo = ={q., H} , o = — ={ps,, H} . 1.21
G = g, {¢a, H} p 90, {pa, H} (1.21)

Diese Gleichungen zeichen eine wichtige Relation: die Hamiltonfunktion sind eng verbun-
den mit Zeitabhéngigkeit.



1.6 Erhaltungsgrofien

Fiir eine Observable A(p,(t), ¢a(t),t) gilt

dA  9A Z<aA aA)

o 9 q + a—]?b
04 OAOH OAOH (1.22)
~ *Z <aqb ps  ms aqb)
04
A H
=5 HA Y,

wobei im 2. Schritt (1.7) und im 3. Schritt (1.18) benutzt wurde. Daher erfiillt eine
Erhaltungsgrofie

dA 0A
— =0= A H 1.23
o 5 T1AH}. (1.23)
Folgende Spezialfille sind von Interesse:
0A
) R pu— A H ==
) S0 > {AH}=0,
oOH
i1) =0 = {po,H}=0 = p,=0,
9a
q. heisst zyklische Variable | (1.24)
i17) {A,A} =0 (gilt immer)
dH OH oOH
= H H} = .
At ot 1 b= ot
Die letzte Gleichung besagt, dass die Gesamtenergie erhalten ist, falls 2 W = 0 gilt. Der

erste Gleichung ist ein haufig vorkommenden Fall.



2 Postulate der Quantenmechanik

2.1 Kurzer historischer Uberblick

Im 19. Jahrhundert bestand die Vorstellung, dass alle Materie aus lokalisierbaren Teil-
chen aufgebaut ist. Diese Teilchen gehorchen der Newtonschen Mechanik bzw. der New-
tonschen Gravitationstheorie. Die beobachtete Strahlung im Universum wurde als elek-
tromagnetische Strahlung identifiziert, die mit Hilfe eines elektromagnetischen Feldes
beschrieben wird, das den Maxwell-Gleichungen gehorcht. Im 20. Jahrhundert gelang es
den Mikrokosmos (also kleine Léngenskalen) sowie den den Makrokosmos (also grofie
Léngenskalen) physikalisch zu beschreiben. Dazu war eine Modifikation der physikali-
schen Gesetze notwendig, die Quantentheorie fiir den Mikrokosmos und die Allgemeine
Relativitédtstheorie fiir den Makrokosmos. Beide Theorien “revolutionierten” das physi-
kalische Weltbild, da beide Theorien zentrale Konzepte der klassischen Physik abédndern.

Thema dieser Vorlesung ist die Quantenmechanik worunter man die nicht-relativistische
(v << ¢) Quantentheorie von Systemen mit endlich vielen Freiheitsgraden versteht. Re-
lativistischen Quantummechanik ist eng verbunden mit dem sgn. Quantenfeldtheorie.

Am Ende des 19. bzw. Anfang des 20. Jahrhunderts gab eine Reihe von experimentellen
Beobachtungen, die eine Modifikation der klassische Physik notwendig machten.

1. Wiérmestrahlung eines “schwarzen” Korpers

Das beobachtete Frequenzspektrum dieser Strahlung war nicht mit der klassischen
statistischen Mechanik erklarbar. M. Planck schlug vor, dal Strahlung aus Ener-
giequanten mit Energie £ = Jw bestand. h = 6,6 - 1073%Js ist dabei eine neue
Naturkonstante (das Plancksche Wirkungsquantum mit Dimension [Energie - Zeit])
und w ist die Frequenz der Strahlung.

2. Photoelektrischer Effekt

Licht (mit Frequenz w) wird auf eine Metallfolie geschossen, wobei Elektronen e~
flir w > wy herausgelost werden. Diese Phénomen erkléirte Einstein 1905 mit der
Annahme, dass auch Licht aus Energiequanten hw besteht und der Austritt der
e~ erst fiir iw > W (= Austrittsarbeit) stattfindet. (In der klassischen Physik gilt
E = i(EQ + §2), die aber nicht von der Frequenz sondern von der Intensitit der
Strahlung abhéngt.)

3. Diskrete Emmisions- & Absorptionsspektren von chem. Elementen

Fiir das Wasserstoffatom findet man
1 1
wobei R die Rydberg-Konstante ist.

4. Welleneigenschaften von Teilchen

Obwohl wir nicht-relativischen Quantummechanik betrachten, ist es aufgrund der
speziellen Relativitdtstheorie leicht zu raten das eine Gleichung geben konnte fiir
die Impuls,

7= hk (2.2)

8



wobei k das drei-dimensionelen Wellenzahl ist. Zudem, schickt man einen Elektro-
nenstrahl durch ein Gitter, so beobachtet man Beugungs und Interferenzmustern.
De Broglie (1925) erkldrte diese Phdnomen damit, dass Teilchen auch Welleneigen-
schaften mit einer Wellenldnge \ = %ﬁ haben. Dies wird oft als der Welle-Teilchen-
Dualismus des Mikrokosmos bezeichnet.

Alle gerade angedeuteten Phénomenen belegen, dass die klassische Konzepte von Welle
und Teilchen versagen. In der Tat gibt die Quantentheorie beide Konzepte auf und ersetzt
sie durch Energiequanten und Materiewellen. Auch das Konzept der Teilchenbahn wird
aufgeben, stattdessen durchlduft ein physikalisches System eine Abfolge von Zusténden.

2.2 Postulate der Quantenmechanik

I Der Zustand des physikalischen Systems wird durch eine komplexe Funktion W(Z, ),
Wellenfunktion genannt, vollstéindig beschrieben. |¥(Z,t)[?d3x gibt die Wahrschein-
lichkeit an, das Teilchen zur Zeit ¢ am Ort Z im Volumenelement d*z zu finden

IT Den physikalischen Messgrofien (Observablen) der klassischen Physik entsprechen in
der Quantentheorie hermiteschen Operatoren. Sie werden aus den klassischen Grofien
durch die Ersetzung

[

F—i, pop=1Iv, (2.3)

(in kartesischen Koordinaten) gewonnen.

IIT Der Erwartungswert einer Observablen A im Zustand W(Z,t) ist durch
(A) = / P (1) AV(T, 1) (2.4)

gegeben.

IV Die Zeitentwicklung der Zustédnde wird durch die Schrédingergleichung (SG)

beschrieben. H ist der Hamiltonoperator, de} aus der klassischen Hamiltonfunktion
H(p, ) durch die Ersetzung H = H(§ — 2V, ) gewonnen wird.
2.3 Beispiel: freies Teilchen

Als Beispiel diskutieren wir ein freies Teilchen mit

wobei der Laplace-Operators A durch

0? 0? 0?
“ 2 o o

9



definiert ist. Die SG lautet damit
oV B h?

— =——AVU . 2.8
"ot 2m (28)
Eine Losung ist die ebene Welle
V(7 1) = A R (2.9)
mit Dispersionsrelation
- hk?

Wegen |U|? = |A|? ist nach Postulat I die Wahrscheinlichkeit das Teilchen im Volumen-
element d®z zu finden durch |A|2d3x gegeben. Unter der Annahme, dass das Teilchen sich
im Volumen V' aufhilt, muss zusétzlich gelten

/\\p\? dr=1. (2.11)

\%4

Daraus folgt A = # Nun kénnen wir Erwartungswerte mit Hilfe von (2.4) ausrechnen,

angenohmen das es hier ein symmetrisches Volumen zentriert auf # = 0 gibt,
(T) = /d% U7V = |A\2/d3x =0, (2.12)

d.h. das Teilchen wird genauso oft im linken wie im rechten Halbraum gemessen.

hﬂ — —
_ 3 * 7 _ 3 2
(@_/dx\lliV\If_hk/de\_hk, (2.13)
ik ——

=1

d.h. k ist der Erwartungswert des Impulses, und

. h2];2
(H) = /d% U~ AY) = BF /d3x]111]2 =5 -=hw=E, (2.14)
wobei E den Erwartungswert der Energie bezeichnet.
Die allgemeinste Losung der SG (2.8) ist durch
1 g s
U(Z,t) = oL / &k d(k) - e'kZ=wb (2.15)

gegeben, wobei ® eine beliebige Funktion von kst (Beweis Ubungsblatt 2).

10



3 Stationidre Schrodinger Gleichung und unendlich
hoher Potentialtopf

Fiir ein Teilchen im Potential V (Z,t) gilt

~

P B2

Einen wichtiger Spezialfall bilden die zeitunabhéngigen Potentiale V(). In diesem Fall
kann die Zeitentwicklung der Wellenfunktion mit Hilfe eines Seperationsansatz bestimmt
werden.

3.1 Stationire Schrodinger Gleichung

Der Seperationsansatz

U(Z,t) = f(t) () , (3.2)
eingesetzt in (2.5) liefert
Lov . Of 1 of 1
o _ L gY=(H L= HY . .
ih pr ih (Z) T (Hy)f = zhf o0 P (3.3)
Da die zweite Gleichung fiir alle ¢ bzw. alle & gelten muss, folgt
L1 of 1
h— —=FE=—-H 3.4
iy G =B =S H, (3.4

wobei E eine (noch) beliebige Konstante ist. Damit ergeben sich die zwei gekoppelte
Gleichungen
of

ihsr =Ef . Hiy=Ey. (3.5)

Die erste Gleichung wird durch f(t) = e~/ gelist, die zweite heisst zeitunabhingige
oder stationére Schrodinger Gleichung. Also gilt fiir ein zeitunabhénges Potential

UL t) = (@) -e P mit  Hiyp=Fy . (3.6)

3.2 Teilchen in unendlich hohem Potentialtopf

Fiir physikalische Systeme in einer Raumdimension gilt

h? >
H=—— : .
5 g2 + V(x) (3.7)
Als Beispiel betrachten wir ein Teilchen in einem eindimensionalen unendlich hohen Po-

tentialtopf, also
0 fir —a<z<a

V(z) = { . (3.8)

o0 sonst

11



Die stationare SG lautet
h2 d?
HYy=F) < — —t¢p=FE¢ fir —a<z<a. (3.9)

om dx?2’

Das unendlich hohe Potential erzwingt zusétzlich die Randbedingungen
Y(x>a)=vx< —a)=0. (3.10)

Die stationére SG ist identisch mit der Differentialgleichung eines klassischen harmoni-
schen Ozsillator

Py, ., 2mE
ﬁ—i‘kiﬁzo mit  k* = 72 5 (311)
und hat daher die Losung
v = A sin(kz) + B cos(kx) . (3.12)

Die Randbedingungen und Stetigkeit der Wellenfunktion (Warscheinlichtkeitsdichte ste-
tig) implizieren

B =0 oder

¥(a) +1(—a) = 2B cos(ka) =0 = { ka=(2n+1)%, n €N
(3.13)

A =0 oder

ka = 2n 7,

Y(a) —¢(—a) =2A sin(ka) =0 = { n € N0

Bemerke dass negative natiirlichen Zahlen (und 0 fir die Sinusfunktion) in die Konstanten
B und A einbezogen sind. Daraus folgt:

h2k? h? n2r?
om  2m a2
2m a? '

(3.14)
Bemerke dass die Energiewerte quantiziert sind: niir bestimmte Werte sind erlaubt, statt
dem klassischen kontinuierlichen Werten. A, B werden durch die Normierungsbedingung
festgelegt:

n Y

Fir k=22 () = ¢, = A sin (“Zz) mit E =

Fﬁrkz(n—l—%)% : Y(z) =12 = B cos ((n+1)Zz) mit E? =

n

+a
+a |A]? [ sin®(kx)dz = |Al%a .
1:/dx¢*¢= —e. =~  A=——=B, (315)
J) B [ cos2(kz)dz = |B|%a va

wobei folgende Integrale benutzt wurden

+a
T T
/ dx sin (p_) -sin <q_) = adpg,
- a a

a

/+a dz cos <]?) . COS <?) 46, (3.16)

a

/_+a dx cos <T

a

3
S
~—
@,
=
—~
=
E
8
~—
I
S



Somit lauten die physikalischen Losungen der stationédren SG:

B2 22
Yp(z) = o= sin (“Zxz) mit B! = ﬂ,
va a 2m  a?
B (n 1) (3.17)
s)°m
V2 (z) = ﬁ cos ((n + %)%x) mit E? = o ai;
Der Unterschied zum freien Teilchen besteht in
e abzihlbar unendlich viele Losungen der SG,
e nur diskrete Energiewerte moglich.
Die allgemeinste Losung der zeitabhingigen SG ergibt sich durch Superposition
W(o,t) = 3 [ehub(@)e P 1 2y (o) (3.18)
n=0
wobei ¢}, ¢2 beliebige komplexe Konstanten sind.

Die Giiltigkeit des Superpositionsprinzip folgt aus der Linearitat der SG: falls ¥; und ¥,
die SG erfiillen, so erfiillt auch ¥ = ¥, + ¥, die SG.

Beweis:

oV [0V, 0T,
Zh——h(at +W

Die ¢}, ¢2 erfiillen eine Bedingung, die aus der Normierung von ¥ folgt

/dx\ll ‘11 Z/dx Cl*iﬁl*el 7 +02*¢2*€z 7 )<C7171¢1£1672Tt _}_Ciﬂpg@e*th) — 1 )

(3.20)
Setzt man (3.17) ein und benutzt (3.16) folgt

[avw =3 (16 [axlui+16P [dnlszP) =3 (1P + jef) =1 (320

Das ist eine Folge der Tatsache, dass die Wellenfunktionen (¢} 4?2 ) eine Orthonormal-
basis im Raum der Wellenfunktionen bilden.

Fiir den Erwartungswert des Hamiltonoperators berechnet man
B} B2 BL
) = [avwme =3 [as(chpire e ooz o) (e 4 g
n,m
B B2,
—Z/dﬂ? Cl*¢1*€z 7 + C2*¢2* iZn )(C;@Eylnqu)ylne_th + Cangl¢ie—th)
=Y (1P B + [ |

(3.22)
wobei im letzten Schritt wieder (3.16) benutzt wurde.
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4 Quadratintegrable Wellenfunktionen

4.1 Kontinuitidtsgleichung der Wahrscheinlichkeitsdichte
Aus dem Postulat I folgen einige physikalischen Konsistenzbedingungen. Da |U(Z, t)|* =
p(Z,t) die Wahrscheinlichkeit angibt, ein Teilchen zur Zeit ¢ am Ort x zu finden muss
gelten

/Vp(f, t) d*z =1 Vi, (4.1)

wobei V' das Volumen des Raumes bezeichnet. Physikalisch bedeutet dass: vorausgesetzt
wir wissen das es ein Teilchen im Volumen V gibt, ist die Chance diesen Teilchen irgendwo
im Raum zu finden 1. In der Mathematik heiflen Funktionen ¥’ quadratintegrabel wenn
das folgende Integral existiert

I:= /qu’*(f)\p’(f)d% < 00. (4.2)

Mit L?(R?) bezeichnet man den Raum aller quadratintegrablen Funktionen auf R?, d.h.
fiir Wellenfunktion muss gelten W(7,t) € L*(R®). Wenn I existiert ist ¥ normierbar
durch ¥ = %\If’ woraus folgt

1
/Vp(f, ) =5 / P @ =1 (4.3)

Bemerke dass quadratisch integrierbaren Funktionen zumindest lim,—oo 1(z) = 0 erfiillen
mussen.

Nun bleibt zu zeigen, dass diese Eigenschaften zu allen Zeiten erfiillt ist, d.h.

d

— 2t dPr=0. 4.4
7 Vp(x,) T (4.4)

Fiir beliebige Funktionen W(7,t) € L?(R?) ist diese physikalischen Voraussetzung si-
cherlich nicht erfiillt. Innerhalb der Quantummechanik erfiillt die Wellenfunktion jedoch
die SG. Wir zeigen zunéchst, dass als Folge der SG die Wahrscheinlichkeitsdichte eine
Kontinuitatsgleichung

Q

—f +V-7=0 (4.5)
erfiillt. Die SG fiir ¥, ¥* lauten
g P
iha— = HV | —iha = HU" . (4.6)

ot
Uberpriifen sie selbst H* = H. Daraus folgt

0, (aq’ )xp+\1/*aq’ _ ! (—(H‘I/*)\I/-i-\lf*H\I/)

ot

a’ = ot ot ih
_ 1 (h—QA\II*—V\IJ*)\I/—HI/*(—h—QA—FV)\I/ (4.7)
th \ ‘2m 2m
h ;
- %«A\p*)qf — A\If) ,
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wobei wir im 2. Schritt (4.6) und im 3. Schritt (3.1) benutzt haben. Nun definiert man
die Wahrscheinlichkeitsstromdichte
h

= %(w\p - (W*)m) , (4.8)

<.

Das Punkt diesen Definition ist der Eigenschaft

Vj = i,(ﬁm*ﬁ\m\p*mp—(mf*) \p—ﬁ\p*ﬁqf) - L,(xp*mf—(mf*)xp) . (4.9)

2mi 2mi
Setzt man (4.7) und (4.9) in (4.5) ein sehen wir, dass (4.5) erfiillt ist.
Aus (4.5) folgt

d 3 s, Op 3,97 1.7
— = L — S = — A - 4.1
dt/dxp /dxat /da:V] /d J, (4.10)

|4 \4 \4 A=0V

wobei im letzten Schritt der Gaufische Satz benutzt wurde. Fiir U € L? gilt in Kugelko-
ordinaten aber

/d% w2 = /dQ/dr PR <o, r=l|7, (4.11)

wobei df) das Oberflichenelement auf der Einheitskugel bezeichnet. Fiir grosse r folgt
damit
1 3

U —, a>3. (4.12)
/’nOl

Da j eine Ableitung von W enthihlt, gilt fiir grosse r: || ~ —arr. Bingesetzt in (4.10)

folgt [ dA j — 0 und damit ist die Giiltigkeit von (4.4) fiir quadratintegrable Wellen-
oV
funktionen gezeigt.

4.2 Funktionenraum der V¥

Die quadratintegrablen Wellenfunktionen bilden einen co-dimensionalen Vektorraum L?(R3),
da sie folgende Eigenschaften haben:

(i) Multiplikation mit komplexen Zahlen ¢ € C ergibt wieder eine quadratintegrable
Wellenfunktion
e e L? (4.13)

(i) Die Summe zweier quadratintegrablen Wellenfunktionen liegt wieder in L?

\I’l, v, € L? , C1,C2 € C = V3=V +c¥,;e L? (414)

Beweis:
/d3$ “1/3|2 = |Cl|2/d3$ |\I/1‘2+|02‘2/“1/2|2+610;/d3$ ‘IIT\IJQ—FCTCQ/CPI' ‘1/1‘1/;
(4.15)

Die ersten beiden Integrale sind endlich nach Vorraussetzung, die letzten beiden
Integrale sind endlich auf Grund von (4.12).
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(iii) Assoziativgesetz und Kommutativgesetz gelten allgemein fiir komplexe Funktionen.

Auf Grund dieser Eigenschaften kann man die Wellenfunktionen W als Vektoren des
Funktionenraumes L?(R3) ansehen.!

Auf L? definiert man ein Skalarprodukt durch?
(01| Wy) = /d% Ui, . (4.16)

Es stellt eine Abbildung L? x L? — C dar. Den Raum der ¥* bezeichnet man als den
dualen Vektorraum.

Das Skalarprodukt (4.16) hat die folgenden Eigenschaften:
() *
(U Wa)™ = (Wy|Wy) . (4.17)
Beweis:

(U Wy)" = (/ d*z \111‘\1/2)* = /d% U U5 = (Uy| W) . (4.18)

(i)
<‘I/3‘01\I11 + CQ\I’2> = Cl<\113"111> + CQ<\113‘\I’2> s C1,Co € C. (419)

Beweis:
<\I’3’01\I’1 +02\Ijg> = /dg.fE qj;(Clqjl -+ 62\1’2) = C /dg.fE \Ijg\l’l +02/d3x \I/::)\IJQ

= Cl<\113“111> + CQ<‘II3|\112> . (420)

(i)
<Cl\p1 + ngjg‘\I’3> = CT<\I’1’\113> + C;<\112‘\I/3> (421)

Beweis: analog zu (ii)

(iv)

(U[T) >0, mit (VU =0 fir U=0. (4.22)
Beweis:
(\IJ|\I/>:/d3x w2 >0 (4.23)
>0

Man definiert daher als Norm von ¥

W] == V(WD) . (4.24)

LL2(IR3) ist sogar ein Beispiel eines Hilbert-Raumes, den wir spéter genauer definieren werden.
2In manchen Biichern wird auch die Notation (¥1, ¥3) anstatt (¥1|W¥s) benutzt.

16



4.3 Operatoren auf L?
Ein Operator A auf L? definiert eine Abbildung
A L= L*, (4.25)

d.h.
AU, =T, | mit W, U, € L*. (4.26)

Beispiel sind der Impulsoperator A = p, = ? a% oder die Multiplikationsoperator A = «
fir @ € C. Wenn mann Wellenfunktionen ¥ als Vektoren des Funktionenraumes L*(R?)
betrachtet, dann sind Operatoren analog zu Matrizen.

Definition 1 A heifst linearer Operator, falls
A1V + aWUy) = 1 AV + AV, (4.27)
fiir alle W1, Wy € L2, ¢1,cy € C gilt.
Man definiert weiterhin
e die Summe von Operatoren:

(A+ B)V := AV + BV | (4.28)

e das Produkt von Operatoren:

(AB)V := A(BV) , (4.29)
e cinen inversen Operator:

AAT =1=A714, (4.30)
e den Kommutator:

[A,B] .= AB — BA . (4.31)

Es ist wichtig das im algemeinem AB # BA, sondern AB = BA+[A, B]: fiir Operatoren

ist die Reihenfolge der Anwendung wichtig. Beispiel: die Operatoren A = z und B = %:
0 0
il — —_ 4.32
() =+ (432
0 0
—Y) =r— 4.33
H(5) = oy (13
Im allgemeinem gillt fiir diesen Operatoren
0
— 7l=1 4.34
5041 (131
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4.4 Operatoren im Skalarprodukt

Es gilt
(AN) = [ & 0i(A) = (W]40s) (4.35)
Der im Postulat III auftretenden Erwartungswert ist in dieser Schreibweise
(4) = / Bz U (AT) = (B]A[T) | (4.36)
Der adjungierte Operator AT wird definiert durch
(U1 AT W,) = (U] A|U) VU, Uy € L. (4.37)
Daraus folgt
/d% TH(ATD,) = /d3x (U5(AD))* = /d% Wy (A", (4.38)
bzw.
<‘I’1‘AT‘1’2> = (AV|¥y) . (4.39)
Als Beispiel betrachten wir A = a% und berechnen Af
Uy« )
(W |ATD,) = /d% Ut AN, = (A1 |0,) = /d% (%) U, = —/d% T % :
x x
(4.40)
woraus folgt AT = —a%. Fir A = ?a% gilt dann AT = A.
Definition 2 A heifit hermitesch (selbstadjungiert) falls
A=A, (4.41)
Beispiele fiir hermitesche Operatoren sind
p=UV, &, H=LP+V, L=ixjp. (4.42)
Diese Hermitizitit dieser Operatoren wird in den Ubungen bewiesen.
4.5 Ehrenfest Theorem
Aus der Definition des Erwartungswertes (4.36) folgt
d d 3 B 3 ov* LOA . 0¥
E(A)—ﬁ/dx\llA\I/—/dx(atA‘ll%—\If at\ll—l—\I/Aat). (4.43)
Benutzt man (4.6) folgt
d 0A 1 0A i
—(A) = (—) + = HU AV — U A(HY)) = (—) + - (HV|AV) — (V|AHV
S =G+ [ (D)) = (55) + & ((HU|A) — (V|AHY))
(4.44)
Da H = H' erhilt man p oA _
1
—(A) = (—) + =([H, A]) . 4.4
S(A) = (20) + 2 (1, 4) (4.45)

Die Tatsache, dass die Erwartungswerte von Operatoren eine Gleichung erfiillen, die der
Gleichung (1.22) entspricht, bezeichnet man als das Ehrenfest Theorem.
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5 Eigenwerte und Eigenfunktionen von Operatoren
auf L?

Unter einer Eigenwertgleichung versteht man die Gleichung

AY = ayp (5.1)

wobei A ein Operator auf L? sei, a € C heisst Eigenwert von A und ¢ € L? heisst
Eigenfunktion von A zum FEigenwert a (¢ # 0). Im Allgemeinen hat ein Operator A
mehrere Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten:

Ay, = @i, m=12...,n4. (5.2)

Es ist auch moglich, dass zu einem festen Eigenwert a, mehrere linear unabhéngige
Eigenfunktionen existieren, also

Api = by, m=1,...,n,, 1=1,...,ng (5.3)

In diesem Fall heifit a,, entartet.

In der QM ist nun von Interesse, was die moglichen Eigenwerte {a,,} (das Spektrum)
sowie die zugehorugen Eigenfunktionen eines Operators A sind. Man unterscheidet:

o diskretes Spektrum mit maximal abzéhlbar unendlich vielen Eigenwerten vom

e kontinuierlichen Spektrum mit iiberabzédhlbar unendlich vielen Eigenwerten.

Im Allgemeinfall kénnen Operatoren auch ein Spektrum haben das in bestimmte Bereiche
diskret und in anderen kontinuierlich ist.

5.1 Hermitesche Operatoren

Satz 1 Ist A hermitesch (A= A"), so sind die Eigenwerte a,, reell.

Beweis:
=q€R

(AY = (Uil Altoms)™ = Wi AT o) = alyq = (A) (5.4)

A=At

=0=(4)— (A" =q(ay, —a},) = a,=a, ged.
g#0

Das Postulat IT impliziert damit, dass die Messwerte physikalischer Observablen immer
reell sind3.

3Es existiert einer theoretisch interessante Erweiterung des Postulat II, die momentan aktiv nachge-
forscht wird: es gibt Beispiele nicht-hermitischen Operatoren die ein reelles Spektrum haben (Schlagwort:
“non-hermitian quantum mechanics”).
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Satz 2 Eigenfunktionen von hermiteschen Operatoren zu verschiedenen, nicht-entarteten
Figenwerten stehen orthogonal aufeinander.

Beweis:

= (Wal ATltom) = (Ynl Alom) = am (Yalthm) |

wobei wir a,, reell und die Definition des adjungierten Operators (4.37) benutzt haben.
Subtrahiert man beide Gleichungen so folgt

(&n - QM) <wn‘wm> =0. (56)

Da aber a,, — a,,, # 0 nach Voraussetzung kann (5.6) nur fiir (¢,|¢,,,) = 0 erfiillt werden.
Sind die Eigenfunktionen normiert ((¢,|¢,) = 1) so gilt

Bemerke, dass diesen Satz sehr viel Arbeit ersparen kann: im Allgemeinfall betrifft diesen
Skalarprodukt moglicherweise sehr aufwendigen Integrale.

Satz 3 Die Figenfunktionen zu einem entarteten Eigenwert konnen orthogonal gewdhlt
werden.

Beweis: Man konstruiert die orthogonalen Eigenfunktionen fiir festes a mit Hilfe des
Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren. 1, s, ..., ,, seien die linear unabhéngi-
gen Eigenfunktionen zum Eigenwert a. Dann wahlt man

cipr =11, mit 101’2 = (1l1) = {p1lor) =1,

0.8
capa=10a — p1{p1|ta) 58
und priift
1
(orlie2) = = ((or1a) = (arlen)ealun)) = 0. (5.9)

Nun wird ¢y so gewéhlt, dass auch (ps|ps) = 1 gilt. Analog wird weiterverfahren. Man
wihlt

C3p3 = 1Pg3 — 901<901W3> - 902<902W3> ) (5-10)
und priift

1

C3

<<901W3> — (p1lp1)(w1]3) — (@1]w2) <902W3>) =0,
——
=0 (5.11)

(palips) = é(@z\%) - <902!902><902W3>> =0.

(p1lps) =

Nun wird ¢z so gewéhlt, dass auch (ps3|ps) = 1 gilt. Dann wird analog weiterverfah-
ren. Somit sind 1, @9, ... orthogonale, normierte Eigenfunktionen zum Eigenwert a. Sie
bilden einen Untervektorraum von L2
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5.2 Die Eigenfunktionen von H als Basis von L?

Die allgemeinste Losung der SG a8t sich als Linearkombination der Eigenfunktionen von
H schreiben

= o (&) e mit Hipy, = Enthy, . (5.12)

Die ,, bilden somit eine orthonormierte Basis von L? fiir ein gegebenes physikalisches
System definiert durch H.

Fiir die Koeffizienten ¢, gilt

(V| ) = ch Y|ty Bt = e Bt/ (5.13)

wobei im zweiten Schritt (5.7) benutzt wurde. Damit folgt

Cm = <77/)m“11(t = 0)> ) (514)

d.h. die ¢,, werden durch die Anfangsbedingung W(t = 0) festgelegt.

Eine weitere Relation ist die Vollstdndigskeitsrelation. Sie folgt aus

ch% = Z <¢n|‘1’(t = O)) %(f)

(5.15)
-3 [ v =@ .
Daher gilt die Konsistenzbedingung (Vollsténdigskeitsrelation)
D U(E) Yu(@) = 0(F - ) . (5.16)

Fiir den Erwartungswert von H gilt

(H) = (UH|) = 3 chen (| H|thy,)eh ErEnlt = Zm E.,  (517)

n,m

wobei im letzten Schritt (5.7) benutzt wurde. (H) ist also der mit |c,|* gewichtete Mit-
telwert aller moglichen Energieeigenwerte. (H) ist zeitunabhéngig, was auch Folge des
Ehrenfest Theorems (4.45) ist. In einem Eigenzustand ¥ = 1), (Z) e’Pnt/" gilt

(H) = Epn , (5.18)

d.h. in Figenzustinde hat die Energie einen “scharfen Wert”.

5.3 Gemeinsame Eigenfunktionen von Operatoren

Die Frage wann zwei hermitesche Operatoren A, B gemeinsame Eigenfunktionen haben
wird in folgendem Satz beantwortet.
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Satz 4 Zwei hermitesche Operatoren A, B haben genau dann gleiche Figenfunktionen,
wenn [A, B] =0 gilt.

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass A, B gleiche Eigenfunktionen haben, also gilt

Aqu)n = anqu)n , B¢n = bn¢n (519)
Dann folgt
BAY,, = a, B, = a,b,,
(5.20)
Subtrahiert man beide Gleichungen ergibt sich
(BA—AB)Y, =0 Vn . (5.21)

Da 1, # 0 muss gelten [B, A] =0 q.e.d..

Um den Umkehrschluss zu zeigen nehmen wir [A, B] = 0 an. Dann folgt aus A, = a,,
ABi, = BAY, = a, B, . (5.22)

Diese Gleichung besagt, dass B, Eigenfunktion von A zum Eigenwert a,, ist, also muss
gelten

B, = bib, ,  q.e.d. (5.23)

(Falls a,, entartet ist konnen durch einen Basiswechsel immer Eigenfunktionen von B
gewihlt werden, Beweis spéter.)

Definition 3 Ein Satz von hermiteschen Operatoren A, B, ... heifit vollstandig, wenn
diese Operatoren untereinander kommutieren und das gemeinsame System von Figen-
funktionen nicht mehr entartet ist. Die Figenfunktionen kénnen dann durch die zugehdori-
gen Figenwerte a,b, ... charakterisiert werden.

5.4 Kontinuierliche Eigenwerte

Ein Beispiel fiir kontinuierliche Eigenwerte sind die Eigenwerte des Impulsoperators ]%
Die Eigenwertgleichung lautet

pY=p¢ &  INy=py, (5.24)
mit der Losung )
Yp=Aze™  mit p=hk, keR®. (5.25)

Yy ist im Allgemeinen nur im endlichen Volumen V' quadratintegrabel da [, [v;|> =
|Az|?V. Die Orthogonalitétsrelation lautet

-

(Wilty) = A3B; [ dae e — aip; [ o 57, (520
fiir geeignet gewdhlte Ag, B.
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6 Eindimensionaler Harmonischer Ozsillator

In dieser Vorlesung betrachten wir das physikalische System eines Teilchens, dass sich im
Potential eines eindimensionalen harmonischer Oszillator V(z) = %mwaQ bewegt. Der
zugehorige Hamiltonoperator ist somit

p2 h2 d2 . 5 o huw d2

T2
%+V(x)———?+§mwx _7<_x0dx2+(x_o)>’ (6.1)

H =

wobei die Abkiirzung z¢ = 4/ % benutzt wurde. Fiir diese System ist die stationére

SG Hy, = Ent, exakt 16sbar. Die Losung der Differentialgleichung ist in Aufgabe 3,
Ubungsblatt 3 besprochen. Hier gehen wir methodisch einen anderen Weg und 16sen die
SG mit Hilfe von algebraischen Methoden. Dazu definieren wir die Operatoren

. d
‘ :Z%@% +gaop) = %@i o) (6.2)

al :% <i—:) — %xopT> = %(% - %xop) = 7<£ — xoddx)

1l/x d T d 1 7 \? d2
P S PRSI (Nl —~ )y - il _
pmda= Y2 o) (2 ent) =3 (£) -] - o

Der Punkt diesen Definitionen ist, dass Hsich durch diese Operatoren ausdriicken léasst

sowie

H=hw(i+3)=hw(a'a+1) . (6.4)

Die Eigenfunktionen von 7n sind automatisch auch Eigenfunktionen von H, d.h. aus

nY, = ni, , (6.5)
folgt
mit
E,=hw(n+1). (6.7)

Jetzt betrachten wir

(Un|0]thn) = n(Wn|tn) = <¢n‘aTa‘¢n> = (anlapy) >0, (6.8)

wobei (4.22) benutzt wurde. Diese Ungleichung impliziert, dass n = 0 der niedrigste
Eigenwert ist. Nun bestimmen wir die zugehorige Eigenfunktion, d.h. w 16sen nyy = 0.
Wir haben in (4.22) gezeigt, dass aus (¢|¢) = 0 folgt ¢ = 0. Angewandt auf (6.8) gilt
daher

CL@Z)O = % ( + To— ) 77Z)0 =0. (69)

Diese Gleichung ist eine DGL der 1. Ordnung. Mit Hilfe eines Exponentialansatzes findet
man die eindeutige Losung

Yo(x) = ce 3(5) , ceC. (6.10)



=

¢ wird durch die Normierungsbedingung [ dx [¢o|* = 1 auf ¢ = (y/7xo) 2 festgelegt.

Somit lautet die normierte Eigenfunktion zum Eigenwert n = 0 bzw. Ey = %
1 ,l(iy

Vo(T) = ———= 1€ 2\%/ . 6.11

o() T (6.11)
Um die anderen Eigenfunktionen zu finden, berechnen wir den Kommutator

[ d = d 1 1
[a,a'] =1 o +x0%, o —.Io%] = —5[0,0:] + 5[0p, 7] = [0y, 2] = Opx — 20, = 1.
(6.12)

Bemerke dass diese Relation gleich ist zu der Relation in Gleichung (4.34). Die Kommu-
tatoren [a,a] = 0 = [al, al] gelten automatisch. Daraus folgt

n,a'l = [a'a, a'] = a'la, a'] = o
[, a'] = [a'a, a'] [a,a] , (6.13)

A

[, a) = [a'a,a] = [a', ala = —a .

Jetzt zeigen wir, dass aus diesen Kommutatorrelation folgt, dass a1, Eigenfunktion von
n ist. Um das zu beweisen berechnen wir

na'y, = [, a'ly, + a' a, = (n+1) a'y, (6.14)
—— \/J
af =NYn

Dass zeigt dass a'y), Eigenfunktion von 7 mit Eigenwert (n + 1) ist. Es gilt also 1,11 ~
a'),. D.h. ausgehend von einer Eigenfunktion kann man weitere Eigenfunktionen durch
Anwendung von a' konstruieren, mit einem héheren n Eigenwert. Um (af1,,) zu normie-
ren, berechnen wir

<aT¢n‘aT¢n> = <¢n‘aaT¢n> = (¢n|n + [a, aT]|¢n> = (n+ 1)(¥nlthn) (6.15)
Mit der Annahme (1,[1,) = 1 folgt dann

_ 1 b L hyntl
¢n+1—ma¢n - m(a) ¢0' (616)

Fiir unterschiedliche n Eigenwerte follgt aus Satz 2 im vorherigen Sektion schon dass
die dazu gehorigen Eigenfunktionen orthogonal sein mussen. Dass kann mann hier auch
explizit nachrechnen. Dazu berechnen wir

(m|Un) = Vil \/% ((a')™po | (a")"4po) = \/ﬁ (¥ola™(a")"[3ho) (6.17)

Aus ayy = 0 folgt

(Yolalto) =0, (dolal|yo) = (apolto) =0 . (6.18)
Aus [a, a’] = 1 folgt (siche Aufgabe 1, Ubungsblatt 3)

[a, (a")"] = n(a")"" . (6.19)
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Eingesetzt in (6.17) ergibt

(Umlibn) = \/ﬁ (tola™" a, (aT)n] o) = \/h <¢0|am_1(aT)”_1¢O>
e (6.20)

:"‘:ménm:(snm qged. .

Weiterhin gilt
nay, = [n,a) +anp, = (n — 1)a, , (6.21)
~—

d.h. a1, ist Eigenfunktion von n zum Eigenwert (n — 1). Die Normierung ergibt sich aus
<&wn|awn> = <wn|aTCLwn> = n<wn|wn> =n = ¢n71 = ﬁ awn (622)

Wir sehen, dass af angewandt auf 1, den Energieeigenwert um fw erhoht, wihrend a
angewandt auf 1, den Energieeigenwert um Aw senkt. a' heifit auch Aufsteigeoperator,
a heifit auch Absteigeoperator.

Nun wollen wir noch zeigen, dass keine weiteren Eigenwerte existieren. Angenommen es
gibe einen Eigenwert v =n + o von 7 mit 0 < o < 1 und 7Y, = (n + @)1, dann folgt

n(a,) = (v —1Day, = (n+a—1)ay, ,
n(a"y,) = (v —n)a"y, = aad", , (6.23)
na™ ) = (v — (n+1))a" M, = (a — 1) a" 1y, .
——

<0

Wir haben aber schon gezeigt dass alle Eigenwerte von n positiv sind bzw. 1y der Zu-
stand mit niedrigster Energie ist. Daher ist (6.23) ein Wiederspruch und damit sind die
natiirlichen Zahlen n die einzigen Eigenwerte von n.

Nun wollen wir auch noch untersuchen, ob ein Eigenwert entartet sein kann, d.h. kann
es zu einem gegebenen n € Ny zwei linear unabhingige Eigenfunktionen !, 1?2 geben?
Wenn ja, dann wiren ™), a™)? zwei linear unabhingige Eigenfunktionen zu n = 0.
Damit wire aber v entartet im Widerspruch zur Eindeutigkeit der Losung (6.10). Damit
sind alle Eigenwerte und Eigenfunktionen gefunden.

Wir fassen das Ergebniss in der folgenden Tabelle zusammen:

Zustand Wellenfunktion EW von n | EW von H
: _ 1 i) 1
Grundzustand: o = T e () 0 L hw
1. angeregter Zustand: | ¢ = alyy = % <% — xoal,) Yo 1 %hw
2
2. angeregter Zustand: | 1y = %(cﬁ)%a = \/%22 (;”—0 - xoﬁg:) o 2 2 hw
n. angeregter Zustand: | v, = \/%(QT)”% = ;nn! (% — x08x> o n (n + %) hw
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Die allgemeine Losung der zeitabhéngigen SG lautet dann

U(T, 1) = cnthy(T) e Fnt/ (6.24)

Die v,, konnen auch mit Hilfe der sgn. Hermite-Polynome dargestellt werden. Dazu de-
finieren wir ¢ := x/x, so dass a' = %(C — 0¢). Es gelten die Operatoridentitéten

1.2 1.2
6_§< (C — 84)62< = —84 ,

e‘%CQ(C - 3<)”e%<2 = e_%<2(c - 3<)e%<26_%<2(§ — 8§)e%<2 . e_%CQ(C - 3<)e%§2 = (=1)"o; .

(6.25)
Daraus folgt
1 1 1.2
Uy = —=(a")"g = ———==(C — O)"e 2°
T = T T %)
' 1 1 1 X 1 (6.26)
= —67§C264267§CQ(C — ag)”eiee’@ = —67§C2Hn(<) ,
2rnly/mxg 2rnly/mxg
wobei im letzten Schritt (6.25) und die Definition der Hermite-Polynome
Ho(C) == (—1) e e (6.27)
benutzt wurde. Wie der Name sagt sind die H,,(¢) Polynome in ¢
Hy=1, H, =2z, Hy =42 — 2, Hy =8z 12z, ... . (6.28)

Bemerke, dass die Hermite-Polynome fiir gerade (ungerade) n auch gerade (ungerade)
Funktionen von z sind.
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7 Potentialstufe, Potentialschwelle und Potentialtopf

In dieser Vorlesung untersuchen wir weitere eindimensionale Systeme. Wir beginnen mit
einem Teilchen, dass auf eine Potentialstufe trifft.

7.1 Potentialstufe

Das Potential einer Potentialstufe lautet

0 fii 0 (Region I
Vi) = tirz <0 ( egTon ) (7.1)
Vo fir £ > 0 (Region II)
und somit ist der Hamiltonoperator
r firz <0 (I
— iro <0 (1 (7.2)
7+ firz >0 (II)
Die stationédre SG lautet damit
d?yy 2,0
+ ki1 =0
HYy=Ep & & " : (7.3)
A2 + kHwH =0

wobei ¢; bzw. ¢y die Wellenfunktion in Region I bzw. Region II bezeichnen und die
Abkiirzungen

2mE 2m(E — Vp)
ky = ki = 7.4
I P I 3 (7.4)
benutzt wurden. Die Losungen dieser beiden stationdren SG (7.3) lauten
w[ — Aeik1$ + Be—ikla? , wH — Ceik11$ + D e—ikna? . (75)

Damit H1 bei = 0 wohl definiert ist, miissen ¥ und % =1’ bei x = 0 stetig sein. Das
impliziert die Randbedingungen

V(v =0) = ¢Yu(z =0), Yi(z = 0) = y(z =0) . (7.6)

Eingesetzt in (7.5) erhdlt man

(7.7)

(Z) 7,/)1(0) = ¢[1(0) & A+B=C+D ,
) Y1(0) = ¢y (0) & ik (A—B)=iky(C - D).

Damit haben wir zwei Gleichungen fiir die vier Unbekannten A, B, C, D.

(13

Wir machen die vereinfachende Annahme, dass die Welle von links einlauft, d.h. wir
setzen A = 1, D = 0 und nehmen die Umbenennung B = R, C' = T vor. Eingesetzt in
(7.7) ergibt

o2

(1) : 1+R=T -  kp+ kg (7.8)

(ZZ) kl(l—R):kHT R:kl_kH ' ‘
ki + kit
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T heisst Transmissionskoeffizient, R heisst Reflektionskoeffizient; sie beschreiben den
transmittierten bzw. den reflektierten Anteil der einlaufenden Welle. Dieses Interpre-

tation lisst sich auch an der Wahrscheinlichkeitsstromdichte j = 2—7:7’%(\11*6\1/ — (VI)D)
ablesen. Wir setzen (7.5) ein und erhalten

h

Jiz = P~ [(e7™1* 4+ R*e™*) (iky) (™7 — R*e™™*) — komplex konjugiert]
mi
Rk : .
- [1 - ‘R|2] = Jein — Jref
m
it hk hk
jein = —Ia jref = ’R‘Q — : (79)
m m
Eine analoge Rechnung fiir jy, ergibt
. . hk
Jlz = Jtrans = —H ‘TP (710)
m
und man priift
. . h 2 2 h .
Jtrans + Jref = — (kH’T‘ + kI’R‘ ) = ... = _kI = Jein v (711)
m m

Bemerkungen:

(i) Fiir E > Vj ist kg reell. Trotzdem gibt es einen reflektierten Anteil der einlaufenden
Welle (R # 0). Fir B >> Vj ist ki = kyp und es folgt das klassisches Ergebnis
R=0T=1.

(ii) Fir £ < Vj ist kp imagindr und wir haben

. ky —1q 2k
k= iq , =/ (V, - E), R= = T = — . 7.12
1 v q h( 0 ) kl—l—zq kl—l—zq ( )

Die Wellenfunktion in Region IT lautet ¢y = T - ¢7%* und es gibt eine endliche
Aufenthaltswahrscheinlichkeit [¢51|> = |T'|?e 2" im klassisch “verbotenen” Bereich.
Es gibt aber keinen Teilchenfluss in der Region IT da aus |R|?> = 1 folgt, dass alles
reflektiert wird. Fiir Vi — oo folgt ¢ — oo, R = —1,T =0 und

Py = M1 — e Y =0, (7.13)

also das klassische Ergebnis.

7.2 Potentialschwelle

Wir untersuchen nun die Situation, dass ein von links einlaufendes Teilchen auf eine
Potentialschwelle trifft. Diese Schwelle wird durch das Potential

1 firz>0

. , (7.14)
0 fiirxz<O

V(z)=Vy-0(a—|z]), mit V>0 und 0(:5):{
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representiert. Falls £ > Vj haben wir eine Situation, die der Potentialstufe dhnlich ist.
Daher konzentrieren wir uns auf den Fall £ < Vf. Die Losung der stationdren SG lautet
jetzt

Py = e 4 Ae fir = <-—a (RegionI),
Yy =Be ™+ el fir —a<xz<a (RegionlIl), (7.15)
Y = Se* fir x>a (Region III) ,
mit
k= QgE, q= Qm(? —E) (7.16)

Die Randbedingungen sind

Yi(—a) = Yu(—a), Yula) =vYma), Yi(—a)=1y(-a), vula)="ya), (7.17)

d.h. wir haben vier Gleichungen fiir vier Unbekannte A, B, C, 5. Die algebraische Bestim-
mung dieser Konstanten belassen wir als Ubung und diskutieren hier nur das Ergebnis
fiir S bzw. |S|%. Man findet

e—Qika k
= — 0, mit €= -
cosh(2qa) + 5esinh(2ga) q
1
1+ (1+ 1e?)sinh*(2ga)

(7.18)

|S]” =

|S|? gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass das Teilchen die Potentialschwelle durchdringt
(Tunneleffekt). Dieser Effekt beschreibt z.B. den radioaktiver Zerfall. Fiir eine hohe und
breite Schwelle gilt ga — oo und |S|* — e~

7.3 endlich hoher Potentialtopf
Wir untersuchen jetzt ein Teilchen im Potentialtopf
V(z)=Vy-0(a—|z[), mit V5<O0. (7.19)

Falls £/ > 0 haben wir wieder ebene Wellenl6sungen und daher konzentrieren wir uns auf
den Fall =V < F < 0. Die Losung der stationdren SG lautet jetzt

Yy = Ae®” fir =z < —a (RegionI),
Y = B cos(kz) + C sin(kzx) | fir —a<z<a (Regionll), (7.20)
Ym = De ™, fir 2 >a (Region III) ,
mit
k= %mE g= Qm(? +E) (7.21)

Die Randbedingungen sind wiederum
Yi(—a) = Yn(—a), Yula) =+vmla), Pi(-a)=vu(-a), vyla)=1mya). (7.22)
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Man findet zwei mogliche Losungen
Losung 1 : =tan(ka), und C=0, A=D,
(7.23)

Losung 1 : = —cot(ka), und B=0, A=-D.

TR IR

Wir sehen, dass nicht nur die Koeffizienten bestimmt werden, sonder es gibt auch eine
(transzendente) Bedingung and ¢ und k. Die Losungen dieser Gleichung bedingen ein
diskretes Energiespektrum.

7.4 Zusammenfassung der eindimensionalen Systeme

Qualtativ kann man die Ergebnisse der letzten Vorlesungen wie folgt zusammenfassen:

(i) Falls V' nach oben unbeschrénkt ist (V' — oo) (z.B. harmonischer Oszillator oder
Potentialtopf mit unendlich hohen Wénden) sind die Energieeigenzustéinde und das
Energiespektrum diskret.

(ii) Falls V' beschriankt ist unterscheidet man

— E < Vipaz. In diesen Fall gibt es gebundene Zusténde (£ diskret), Streu-
zustdnde (E kontinuierlich) sowie Ubergénge (Tunneleffekt).

— E > Ve In diesen Fall gibt es Streuzustédnde (E kontinuierlich) mit reflek-
tiertem und transmittiertem Anteil.
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8 Messwerte in der QM

Um eine Grosse A zu messen prapariert man ein physikalisches Sytem im Zustand
U(Z,t = tp) und misst dann diese Grosse/Observable A. Diese Messung wird an identi-
schen Systmen oft ausgefiithrt mit dem Ergebnis

(A) = (U A|T) = / BrU AT (8.1)

Was sind nun die moglichen Messwerte von A? Man definiert das n-te Moment der
Verteilung w(a) durch

(A = /_ " w(a)da (8.2)

o0

wobei w(a)da die Wahrscheinlichkeit angibt, dass fiir A einen Wert im Intervall [a, a+da]
gemessen wird. Als charakteristische Funktion x(b) bezeichnet man die Fouriertransfor-
mierte von w(a)

x(b) := /00 e "w(a)da = Z % b" /OO a"w(a)da = Z %b” (A™) . (8.3)

Die Umkehrung lautet dann

w(a) = /_00 @eiabx(b) . (8.4)

oo 2T

Kennt man also alle Momente (A™) so kennt man auch die Verteilung w(a).

Wir wollen diese Uberlegungen nun auf einen Operator mit diskretem Eigenwertspektrum
anwenden. Zunéchst untersuchen wir den Fall, dass das physikalische System sich in einem
Eigenzustand 1, von A befindet, also

Ay, = amthm, (8.5)

gilt. Daraus folgt

(A") = (| A" [Pm) = (am)" (Ym[tm) = (am)" - (8.6)
Eingesetzt in (8.3) und (8.4) folgt

€)= 30 EF (= et
" (8.7)

< db :
w(a) = / —eltbembim — §(q — a,,) ,

oo 2m

d.h. man misst mit Sicherheit den Wert a,,.

Falls sich physikalische System in einem Zustand ) = )" ¢, befindet, folgt

(A") = (WlA™Y) = Y crnalml A ) = Y leml*(am)” - (8.8)

ml m
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Wiederum eingesetzt in (8.3) und (8.4) folgt

X(0) = lenlfPe ™ w(a) =) len*d(a—apn) , (8.9)

d.h. die moglichen Messwerte sind die Eigenwerte von A. |¢,,,|? gibt die Wahrscheinlichkeit
an a,, zu messen.

Definition 4 Das Schwankungsquadrat eines Operators A ist definiert als

(AA) = (U[(A — (A4)*|T) = (V[A? = 2A4(A) + (A)*]T) = (4%) —(4)* . (8.10)
Es ist ein Maf fiir die Abweichung einer Messung vom Mittelwert.

Satz 5 Fiir zwei hermitesche Operatoren A, B gilt die Heisenbergsche Unschdrferelation

AAAB > L|(U|[A,B)|)| . (8.11)

Sie besagt, dass zwei Observablen A, B mit [A, B] # 0 nicht gleichzeitig scharf gemes-
sen werden konnen. Zum Beweis der Heisenbergschen Unschirferelation beweisen wir
zunéchst den folgenden

Satz 6 Fiir zwei hermitesche Operatoren A, B gilt
[A, B] =iC , mit C =C" . (8.12)
Beweis:
[A, Bl = (AB)' — (BA)' = BtAT — ATB" = —[4, B] (8.13)

Fiir [A, B] = D folgt damit D = —DT'. Solche Operatoren heissen anti-hermitesch und es
gilt D = ¢C mit C hermitesch. Q.e.d.

Nun beweisen wir Heisenbergsche Unschérferelation und betrachten den Zustand

¢:=((A—(A)+iNB—(B)))¥, IeR (8.14)
Dann gilt

0 < (¢l¢) = (W|((A = (4)) —iX(B = (B))) ((A = (A)) +iA(B — (B)))|¥)

(8.15)
= (AA)? + N (AB)* +i\NV|[A — (A), B — (B)]|¥) ,

wobei wir (8.10) benutzt haben. Fiir den Kommutator im letzten Term gilt wegen (8.12)
[A—=(A), B—(B)] = [4,B] =iC, (8.16)

und daher
(AA)? + XN*(AB)* = \(¥|C|¥) >0 . (8.17)
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Daraus folgt wiederum

0 < 22 ) \TIC) L(P[CW)*  1(P[C[¥)°  (AA)
= (AB)? "4 (AB)* 4 (AB)*  (AB)?’ (8.18)
- (REEE) =0
A ist beliebig und so muss fiir A = %ﬂ%@ gelten

1(U|C|T)*  (AA)?
~1 (AD) +(AB)2 >0 (8.19)

bzw.

(AAX(AB)? > Lw|C|w)? . (8.20)

Zieht man die Wurzel auf beiden Seiten folgt die Heisenbergsche Unschérferelation (8.11),
q.e.d..

Ein Beispiel sind Ort und Impuls fiir die gilt
[z,p] =ih = AzAp>3ih (8.21)

Fiir das GauBsche Wellenpakt (Ubungsblatt 2, Aufgabe le) gilt

Az Ap=1m/1+ (2)", (8.22)

d.h. es ist minimal fiir t=0 und zerfliesst danach.

Fiir den harmonische Oszillator (Ubungsblatt 5, Aufgabe 1) gilt Az Ap = h(n + %),

es ist also minimal im Grundzustand. Fiir die kohérenten Zustinde ¢, (Ubungsblatt 5,
Aufgabe 2) gilt Az Ap = $h Va.

Umgekehrt kann man fragen unter welcher Bedingung AAAB minimal wird. Aus dem
Beweis der Heisenbergsche Unschérferelation folgert man Minimalitét falls

(Plgy =0 = (A—(A)+iX(B—(B)))¥,

wnd )\ — L (T|C1Y) (8.23)
2 (AB)?
Fir A=pund B = x folgt A = ——2(&)2 und die DGL
(50, — (p) +iX(z — (2))) ¥ =0, (8.24)

deren Losung gerade das Gauflsche Wellenpaket ist.
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9 Drehimpuls in der QM

Bisher haben wir meistens ein-dimensionelen Quantumysteme betrachtet. Hier machen
wir ein ersten Schritt nach 3 Dimensionen mit Hilfe der Impulsoperator. In diesen Sektion
zeigen wir das ein Algebra von Operatoren wirkend auf ein Hilbertraum die mogliche
Eigenwerte eines Operators erheblich einschréankt.

Der Drehimplus als quantenmechanischer Operator ist definiert als
3
L=ixp=2FxV=) Lé, (9.1)
i=1

wobei (€7, €5, €3) eine kartesische Basis bezeichnet. Damit folgt

3

L;= Z Z €ijk LjPk = L;r (9-2)

j=1 k=1

mit Hilfe des Levi-Cevita-Symbols:

1 fiir alle geraden Permutationen von 1,2,3
€5 = § —1 fiir alle ungeraden Permutationen von 1,23 . (9.3)

0 andernfalls

Die Komponenten des Drehimpulses erfiillen die folgenden Kommutatoren (Ubungen):

(L, ;] = ik Z €ijk Lk [Li, pj] = ih Z'Eijk Dr [Li, Lj] = ih Zeijk Ly .
k k ke

(9.4)
Wir mochten gerne eine Sammlung Operatoren zu finden die untereinander alle kom-
mutieren. Diese Operatoren haben eine gemeinsame basis orthonormale Eigenvectoren.
Physikalisch bedeutet es dass die zugehorige Messgrossen beliebig genau bestimmt werden
konnen. Im Fall der Drehimpulsoperator seht mann, dass mann sich nicht zwei unter-
schiedliche L;-operator auswahlen kann: diese kommutieren nicht.

Es stellt sich heraus dass L? eine gute Operator ist. Fiir L? := [? = > Li Ly, findet man

(L2, L) = [LiLi, L] = > (Li [Li, Li] +[Ly, L] Ly)

k % —
=ih > epi Ly (9 5)
=1ih il Ly + €5 LigLly) =0 .
5 (ot g 0

=—€kil

Daraus folgt, dass L? und ein festes, beliebig gewahltes L, gemeinsame Eigenfunktionen
haben; man wihlt typischerweise L?, L. Es ist dann giinstig folgende Kombinationen zu
definieren:

Ly :=L,+iL,, Li=LFill=1L¢ (9.6)

Daraus folgen die Kommutatoren

[Lz7 L:I:] - j:hL:I: ) [L-f—? L—] - ZHLZ ) [L27 L:I:] =0. (97)
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Es gilt weiterhin die Identitét

Lily=IL2+L1+hL,=L"—L2+hL, . (9.8)

Die gemeinsamen Eigenfunktionen von L2, L, werden mit 1), bezeichnet und erfiillen

szlm = hmwlma (99)
Ly = B+ 1) (9.10)

d.h. Aim ist Eigenwert von L, und R2[(l + 1) ist Eigenwert von L?. Die Eigenfunktionen
werden wie {iblich orthonormiert gewahlt und erfiillen

<¢lm‘¢l’m’> - 5ll’6mm’ . (911)
Die Eigenwerte und Eigenfunktionen erfiillen die folgende Eigenschaften:
()
0< > (Lithim|Lithim) = (Grn| L2 [thim) = B+ 1) (Wi |torm) = B2+ 1)
(9.12)
d.h. die Eigenwerte von L? sind positiv und kénnen immer in der Form h2[(l + 1)
mit [ > 0 geschrieben werden.

(ii)
LzLiwlm - [Lz> Li]wlm + Liszlm = h(m + 1) Liwlm ) (913)

wobei (9.7) und (9.9) benutzt wurden. (9.13) besagt, dass Ly, Eigenfunktion
von L, mit Eigenwert fi(m + 1) ist, also gilt Ly, ~ Vi1

(iii)
L2Liy, = Lyl = B2 11+ 1) Lity, | (9.14)

wobei (9.7) und (9.10) benutzt wurden. Ly, ist also Eigenfunktion von L? mit
Eigenwert A% (1 + 1).

(iv)
0 < (Lathym|Lathum) = (Wi | Lot L |thim) = (| L5 Lot [t
= <wlm’L2 - Lz + hLz‘wlm> = h2 l(l + 1) - h2m2 F th
=11+ 1) —m(m £ 1)).

(9.15)
Hier wurden (9.6), (9.8), (9.9) und (9.10) benutzt.
Damit kénnen wir die Normierung von v ,,,+1 festlegen
1
Vi1 = Lithim (9.16)

AUl 4 1) —m(m £ 1)

35



Ausserdem folgt

firm>0: ((I+1)>m(m+1),
(9.17)
firm<0: [(I+1)>m(m—1)=(—m)(—m+1).
Zusammen gilt also
[(I1+1) > |m|(Jm|+1) = |m| <1 (9.18)
Daher ist der grofite Eigenwert von L, muya = [, der kleinste ist m,;, = —[. Damit folgt
Ly =0, L__;=0. (9.19)
Die Eigenwerte m konnen also die Werte
m=—l,—l+1,... ,1—1,1 (9.20)
annehmen. Es gibt also ein n € N mit
l—n=-l = I[1=7% (9.21)
Damit kann [ folgende Werte annehmen
1=0,3 1, 3,... (9.22)

Wir werden sehen, dass die halbzahligen [ beim Spin auftreten. Die Ergebnis iiber die
Eigenwerte von L? und L, fassen wir in der folgenden Tabelle zusammen:

[ |m [-Entartung
010 1-fach
T I T O
11]-1,0,1 3-fach
% i%, j:% 4-fach
| —1,....1| (2l + 1)-fach

Die zugehorigen Eigenfunktionen (zu festem [) lauten

V-t Y11, -5 Vi (9.23)

9.1 Explizite Darstellungen

Es ist wichtig dass in die Ableitungen oben eigentlich sehr wenig benotigt ist: fiir je-
den Satz von drei Operatoren, die wirken auf ein Hilbertraum und die die [L;, L;] =
ih Y, €ijk Ly erfullen wiirde man das gleiche Ergebnis finden. Man sagt dass die Diffe-
rentialoperatoren im Gleichung 9.2 eine Darstellung sind von eine Algebra. In der Praxis
benutzt mann hiufig dass mann fiir drei Operatoren einfach die Kommutatorrelation
(L, L;] = ih ), €1 Ly, nachweist und damit gleich weiss wie im Allgemeinem die Eigen-
funktionen aussehen.
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9.1.1 Vectoren und Matrizen

Als Beispiel diese sehr allgemeine Aussage, betrachten Sie die drei Matrizen

R0 1 R0 —i (1 0
Jx_i(l 0) Uy_i(z’ 0) ‘72_5(0 —1) (9:24)

Diese Matrizen erfiillen
[O’i,O'j] =1h Zeijk O (925)
k

Diese Matrizen wirken auf den Hilbertraum C2. Damit sind die Konditionen der Ableitung
oben erfiillt und soll es eine gemeinsame Basis von Eigenvectoren geben fiir o, und o2.
Die normierte Eigenvectoren des Operators o, sind

1) ()

mit Eigenwerte j:h%. Zwei Zustande indiziert dass | = % Uberpriifen Sie selbst diese
Eigenwert mit einer expliziten Berechnung und konstruieren Sie 0.

9.1.2 Funktionen und Differentialoperatoren

Die Eigenfunktionen des Operators L, und L? kénnen explizit durch 1ésen der DGLs
(9.9) und (9.10) gefunden werden. Dazu driicken wir die Differentialoperatoren L?, L, in
Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) aus. Diese sind definiert als

_ r?=a® +y? 4 2%, r € [0,00)
x1 =x =rsinfcosy
z
Ty =y =rsinfsing » & COSH:; ; 0 < [0,7] (9.27)
x3 =2 =rcosf taw:g v e [0,27)
x

Die Ableitungen berechnen sich dann mit Hilfe der Formel

9 _or 9 000 dp 0

= — — 9.28
Or; 0w Or 0w 00 " 0w 0p (9.28)
mit
or 00 1 zx; 0 dp 2 - -
ox; 1’ Ox; sind ( r3 r ) ’ ox; oS PNw Z y (9-29)
0 : 1=z
Eingesetzt erhilt man
=9 _z90 1 (Zx) 9 2o d 9
T O0x ror sinf \r3/) 00 “02&;7
1 t
=sinf cosp 0, + ——— (r%in&cos@cosgoag) — cos%p& 2
r3sin 6 rsin 6 cos
1 :
=sinf cos ¢ 0, + —cosf cos p Oy — SHTISO o -
r rsinf
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Analog berechnet man

1
0, = sinfsin ¢ 0, +—cos0s1ng089+ ik e
rsinf
sin 6
0, = cosh 0, — Op
Eingesetz in (9.2) folgt
. h, .
ngz;(y&z—zay): :——,(s1n<p39+cot0008<,03¢),
i
Ly, =" (cospdy — cot Osinpd,) ,
L.=1%9,,
Ly = he™?(£0y +icot09,) ,
1 1
L? = -p Dy si =—n*|9, t00 2 .
(sin@ ‘ sin? 6 “") <6+CO "t in%e sin «9 )
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10 Legendre Polynome und Kugelflichenfunktionen

In dieser Vorlesung wollen wir die Eigenfunktionen 1);,, von L, und L? durch lésen der
DGLs

Lohm = hm (10.1)
L = R+ 1) Y (10.2)
bestimmen. Wir machen dazu den Seperationansatz
Y (0, 0) = () O(F) - (10.3)
Eingesetzt in (10.1) ergibt
Lotn = 2 (9,0(¢)) ©(6) = hm &() ©(0) . (10.4)
Daraus folgt 0,®(¢) = im ®(p) mit der Losung
Do) = ce™* . (10.5)

¢ ist eine periodische Variable und daher muss die Randbedingung ®(¢ + 27) = ®(y)
gelten. Daraus folgt

Hier sehen wir schon dass fiir die Drehimpulsoperatoren L niir ganzzahligen [ werte
gefunden werden koénnen.

Nun setzen wir (10.3) in (10.2) ein, benutzen (9.31) und erhalten

sin?@ ¥

( Lo + S.l 5 Do sineﬁg) PO = —I(I+1) PO . (10.7)
111

Benutzt man (10.5) so folgt

sin

2
(— m29+l(l+1)+892+cot909>@:0. (10.8)

Wir substituieren nun & = cosf mit —1 < ¢ <1 und den Ableitungen

0 _%0_ G
90— 960 0t ¢ (10.9)

05 = —0psin0 0 = —cos 0 e — sin 9 = —£ 0 + (1 — &%) 5 .

Eingesetzt in (10.8) ergibt die assoziierte Legendre DGL

m2

((1—52)82 — 20+ 1(1+1)— 1—752) 0()=0. (10.10)

Fiir m = 0 losen die Legendre-Polynome P, die DGL (10.10), d.h es gilt
[(1—€) &2 —260; +1(1+1)] =0 (10.11)
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In den Ubungen zeigen wir, dass eine Darstellung der Legendre-Polynome P, durch

1 d

Pi=— — (& -1) 10.12
l 2 dfl (f ) ) ( )
gegeben ist. Die ersten Polynome lauten explizit:

Ph=1, P=¢, PB=1i(3¢-1), .... (10.13)

Fiir m > 0 machen wir den Ansatz

m
2

h(&) (10.14)
und berechnen die Ableitungen

P, =(1-&)%h —m&1-€)%"h,

B, =(1=&)2 0" —2mg(1 — &) 2N (10.15)
—mé(1 = &) F 7 h 4+ m(m - 2)€%¢(1 - %)% %h

Eingesetzt (10.10) ergibt

(1-€%2 ((1 — EOR" —2(m + DER + h(I(1 + 1) — m(m + 1))) =0. (10.16)

Multipliziert man diese Gleichung mit (1 — 52)_% und differenziert sie, folgt
(1= =2(m+2)¢h" + W (I(1+1) = (m+1)(m+2)) =0. (10.17)

Man erhélt also die gleiche DGL mit den Ersetzungen m — m + 1,h — h'. D.h., kennt
man P,y kann P, durch Differenziation gewonnen werden. Die assoziierten Legendre-
Polynome P,,,,(€) lauten daher

ml dlmD
Punl®) = (1= €)% T RO (10.18)

wobei wir den Fall m < 0 nun hinzugenommen haben.

Die P, (§) fur verschiedenes [ stehen orthogonal aufeinander. Zum Beweis definiert man

D = 0(1 - €20 —i—u—g?)a?—%a o (10.19)
S Ca-g) N (R |
mit der Eigenschaft
DPyy = U1+ 1) Py . (10.20)

die aus (10.10) folgt. Betrachtet man fjll d€ Py, D Py, und integriert zweimal partiell so
folgt

+1 +1
/ dsB’mDBm - Pl’m(1 - 52)er_r1 _/ df (aff)l’m(l - f2>a§Bm - %B’mﬂm)

1 -1

+1
= —(@Pim)(1 = )P} + [ dE(DPn) P
-1
(10.21)
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Die beiden Oberflachenterme verschwinden und daher gilt

+1 +1
—1 —1

(10.22)
+1 +1

1 -1

wobei wir jeweils (10.20) eingesetzt haben. Fiir [ # I’ folgt daher f_Jrll d¢ Py Py, = 0. Fiir
[ = I’ kann das Integral explizit berechnet werden mit dem Ergebnis

+l 2 (I+]m))!
[ Pu© Pl = g iy (10.23)

Die Eigenfunktionen 1);,,, von L, und L? sind somit gefunden und lauten
Vim0, @) = c ™ P (6) . (10.24)

Die Konstante ¢ wird durch die Normierung festgelegt. Benutzt man (10.23) zusammen
mit )
/ d(p o ime eim/sﬂ = 27 Sy (10_25)
0

so folgt

2 +1 2T ' , +1
| e [ gt = 1P [ ap e [ Pue) o)
" - ’ ! (10.26)

o 4 (I + |m|)!

St Out -
20+ 1 (I—|m])! .

Das legt die Normierung fest

o

_ \/(25 +1) (I —|m])! 10.27)

ir (+|m)!

Die normierten Eigenfunktion heissen auch Kugelflachenfunktionen Y},

Yim = Yim = ) P s €% P (6) (10.28)

Sie erfiillen

<)/lm‘Y’m’> - 5mm’ 5ll’ . (1029)
Explizit findet man:
Yoozﬁa Yio= %COSQ, Ylilz—\/%siné’eiw,
Yoo =1/ 7=(3cos®@ — 1), Yor; = —y/sinfcosfe™ | Youo = —1/ L sin® ™% .
(10.30)
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Die Y}, sind vollstandig, d.h. jede (“verniinftige”) Funktion f(f,¢) kann wie folgt ent-
wickelt werden

00 !
f(0,0) = Z Z CimYim mit cim = (Yim| f(0,0)) - (10.31)

=0 m=—1

Diese Beobachtung hat sehr breiten Anwendungen, zum Beispiel bei Analyse der kosmi-
schen Hintergrundstrahlung.
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11 Wasserstoffatom 1

In den folgenden zwei Vorlesungen widmen wir uns dem Wasserstoffatom. Wir wollen
zunachst jedoch einige allgemeine Uberlegungen fiir ein Teilchen in einem Zentralpoten-
tial voranstellen.

11.1 Teilchen im Zentralpotential

Fiir ein Teilchen im Zentralpotential V (r),r = |Z] lautet der Hamiltonoperator

P h?
H=-— =——A . 11.1
o + V(r) o + V(r) ( )

Die Rotationssymmetrie des Systems legt den Ubergang zu Kugelkoordinaten nahe. Be-
nutzt man (9.27), (9.30) und (9.30) so folgt

AP +R4P = =R +20 L 11.2
T A TG E GO T (112)
Damit lautet die zeitunabhéngige SG:
h? 2 2
H-—EW=—-—(8?+Z —E)Y=0. 11.
( ) ( 2m(8r+rar)+2mr2+v(r) >¢ 0 (11.3)

Als erstes suchen wir einen vollstdndigen Satz von Operatoren, der H einschliefft. Dazu
zeigen wir
[Li,H =0, i=1,2,3. (11.4)

Beweis: Unter Ausnutzung von (9.4) folgt

[Li, ] = Z[Li,pjpj] = Z(pj[Li,pj] + [Li, pilp;) = ik Z(Pj €ijk Pk + €ijk Pk D)

J J 3k
= 2ih Zfijkpjpk =0,
I
(11.5)

wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie von p; p, und die Antisymmetrie von €
unter dem Austausch j < k benutzt haben. Analog zeigt man [L;, 7*] = 0 und damit

[Li, H] = %[Li,ﬁz] + L, V(r)] =0 (11.6)

Daraus folgt wiederum

[H,L?| = [H,LiL) =Y [H LL + Li{H L] =0 . (11.7)

3 3

Die Operatoren { H, L%, L, } vertauschen alle miteinander und bilden daher einen vollstéindigen
Satz vom Operatoren, d.h. sie haben gemeinsame Eigenfunktionen.

Wir suchen diese gemeinsame Eigenfunktionen mit Hilfe des Separationsansatz:
U(r,0,0) = R(r) - Yo (0, ©), (11.8)
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wobei die Kugelfunktionen Yj,,, bereits die Eigenwertgleichungen (10.1), (10.2) erfiillen.
Eingesetzt in (11.3) folgt die Radialgleichung

R, 2 R*I(l+1)
_ z S S - F =0. 11.
{ T (@ + r&) + Sy + V(r) R(r)=20 (11.9)
Im néchsten Schritt machen wir den vereinfachenden Ansatz:

~u(r) v u 22U 2u

= = R 11.1
R(T) r ) R r 7"2 5 R ” /r2 -+ ,’,.3 ( 0)
Eingesetzt in (11.9) folgt
(= 2 O + Vesrr) = E) u(r) = 0., (11.11)
. R*I(1+1)
+
Veff(r'") = W + V(’I“) . (11.12)

Je nach Form von V(r) kann es gebundene und/oder Streuzusténde geben. Wir wollen
die folgende Analyse nun konkret fiir ein Teilchen im Coulomb Potential durchfiihren.

11.2 Teilchen im Coulomb Potential

Ein geladenes Teilchen (Elektron) mit Ladung e; im Coulomb Potential eines Kerns mit
Ladung Zey, Z € N lautet
etz
Vir)=-22 . (11.13)
Eingesetzt in (11.12) erwartet man gebundene Zustéinde fiir Vi, < E < 0. Zur vereinfa-

chende Analyse definieren wir fiir £ < 0

2m(—F
p = KT, z#, 0r = K0, ,
(11.14)
e Z 2m ez -2m
="\ e~ s
Eingesetzt in (11.9) vereinfacht sich die radiale DGL zu
gD oy ~0 11.15
=~ +— —1]ulp)=0. (11.15)
P P
Zur Losung dieser DGL spaltet man zunéchst die asymptotischen Losungen ab. Fiir
p — 0 gilt
I(1+1)
2 ~
(8p T ) u(p) =0 . (11.16)
Setzt man dem Ansatz
u(p) = C p%, u' =aCp* u’ =ala—1)Cp*?, (11.17)
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in die DGL ein folgt
(—a(a—1)+I(1+1)Cp*2=0, (11.18)

mit den Losungen o = [ + 1, —[. Da die Wellenfunction, ~ %, eine quadratintegrabelen
Funktion sein muss, lim, .qu — 0 gelten. Niir nach Radialteil betrachtet:

(YY) ~ /drr2 (“72) (11.19)

In der Ndhe von r = 0 soll die function w sich darum nicht schlimmer als x* fiir v > % ver-
halten: sonst ist der Funktion nicht quadratisch integrabel. Fiir ganzzahligen [ schlliesst
diese Bedingung die Losung v ~ r~! aus und lisst nur u ~ r'*1 zu.

Fiir p — oo vereinfacht sich die DGL (11.15) zu
(82 =1)u(p) =~ 0, (11.20)

mit den Losungen u ~ e*?. Damit u eine quadratintegrable Wellenfunktion liefert, muss
lim, . u — 0 gelten. Daher ist nur u ~ e™” zuléssig.

Wir setzen jetzt den Ansatz u(p) = e p™ w(p) in die DGL (11.15) ein. Dazu berechnen
wir zundchst

u/ _ 6—p [’LU ((l+1)pl _pl—l—l) +Pl+1 /]
u// —e P ( —w ((l—i—l)pl . pl+1) . pl+1w/ + w,((l—i—l)pl i pl+1)

w (1141 = (1+1)p) + 1+ 1w + ) (11.21)
= e_ppl<w (—2(l+1) +p+ i : D, + 2w ((I+1) — p) +w”p) ,
und erhalten nach Einsetzung
pw” +2(l+1—p)w' + (po—2(1+1))w = 0. (11.22)

Zur weiteren Losung machen wir einen Potenzreihenansatz fiir w(p):

:Zakpk , w’:Zkakpk’l , Zk (k—1)ag p*~ (11.23)
k=0 k=0 k=0

Eingesetzt in (11.22) folgt

o0

> (k(k=1)ag o + 2(1+1—p)kag 0 + (po—2(1+1))ax p*) = 0 . (11.24)
k=0

Die Koeffizienten vor jeder Potenz von p miissen verschwinden und so erhélt man fiir die
Ordnung p* die Bedingung:

Daraus folgt eine Rekursionsformel fiir ay1:

= . 11.26
G = ey D+ 20+2) " (11.26)
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Ak41 2k

Fiir grofle k gilt o T R % Dieses asymptotische Verhalten hat auch die Reihe

e =% o #(2p)F, denn fiir sie gilt
G,k+1 o 2k+1 k' 2 2

_ Mo 2 11.27
@ (kr1 2% k+1l & (11.27)

w(p) ~ €* ist aber nicht zulissig, da dann u(p) nicht quadratintegrabel wire. Daraus
folgt, dass die Potenzreihe abbrechen muss, d.h. w ist ein Polynom N-ten Grades mit der
Abbruchbedingung

an 7é 0 , ap =0 fir k>N . (1128)

Aus (18.11) folgt damit

N+ 1)(N 120 +2)

OZGNH:( an

(11.29)
= 2(N+l+1)=ﬁo=\/%%>0
Man definiert das radiale Hauptquantenzahl
n:=N+I1+1, mit NeNy, neN. (11.30)

Wegen N > 0 folgt [ =0,... ,n — 1. N heifit radiale Quantenzahl, n heifit Hauptquan-
tenzahl. Lost man nun (11.29) nach E auf ergibt sich

Z? meg

E, = —Ryﬁ , mit Ry := o (11.31)

Wie erwartet wird die Energie diskret. Fiir Z = 1 folgt auch schon die Balmer Formel

Ey — E, — Ry (i _ i) | (11.32)

m2  n?

Dass stimmt iiberein mit die gemessen Werte fiir die Absorption- und Emissionspectra
2.1. Warum dass genau so sein muss sehen wir erst spéter.
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12 Wasserstoffatom 11

12.1 Laguerre-Polynome

Die Definition der Laguerre-Polynome lautet
T ‘)2
L.(z) := STV GO 12.1
@)= 30" G =y (121)
In den Ubungen zeigen wir, dass sie die Laguerre DGL erfiillen
xL! +(1—2x)L, +rL,=0. (12.2)

Die Definition der zugeordneten Laguerre-Polynome lautet

& — rl)?
L= g @) = ;(_Wm Kk + 8)(!(7")— k—s)! a (12:3)

sie erfiillen die zugeordnete Laguerre DGL (Beweis: Ubungen)
zL"(x) 4+ (s+1—a)L (x) + (r—s)L3(z) = 0. (12.4)
Der Vergleich mit (11.22) zeigt:
x=2p, s=2l+1, r=n+I (12.5)

Daraus folgt

Ry = c(kr) e L2 (2kr) (12.6)

Wir iiberpriifen zunéchst die Rekursionsrelation (18.11). Dazu schreiben wir

[+ n_zlil (—1)k+2i+ ((n+D)1)? (2p)F = — an o (12.7)
T L Bk + 20+ Di(n—1-1 k)1 7= 2 P ‘
woraus wir ablesen
aps1 2P0 kD (k4204 1) (n—1—1—F)! _ n—Il—1—k (12.8)
ar 28 (RN (B+2A+2) (n—1-2-k)! T (k+1)(k+20+2)° '

was (18.11) fiir pg = 2n entspricht.

Damit sind die gemeinsamen Eigenfunktion ), der Operatoren {H, L?, L.} gefunden:

wnlm = Rnl(r)yzm(67 (10) - cpleipLil:-rll(2p)Y2m(ea SD) 9 P = KT . (129)

Die Konstante ¢ wird durch die Normierung

[ ol =1 (12.10)
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festgelegt. Zur Berechnung benutzen wir d®x = r2drdS2, (10.29) und (Beweis Ubungen)

o0 U — s+ 1
/ dr o5 e L3 () L3 () = 2= S DO’ (12.11)
0 (r—s)!
Eingesetzt in (12.10) ergibt
> (26r)*2
et R [0 i =1e [ dtzen) S e gy
(12.12)

e 2n(tn+0h* 11
= Iel (n—1—1)1 (2x)322% "

Damit folgt

c=2 \/% (2k)3 (12.13)

Die allgemeine Losung der zeitabhéngigen SG lautet damit

oo n—1

=22 Z CatmWaime” FP (12.14)

n=1 =0 m=—1

Wir wollen nun eine Methode skizzieren mit der (12.11) bewiesen werden kann und Erwar-
tungswerte der Form (r?) berechnet werden konnen. Dazu definiert man die erzeugende
Funktion @ der zugeordneten Laguerre-Polynome L:(x) als

s —(s - - yr s
@S(x,y) = (_y) (1 - y) (o+1) e mv = Z FLr(x) : (1215)
r=0 '

Zum Beweis entwickelt man die e-Funktion und den Nenner als (1—y) ™™ = 37 (") o/

und erhalt
s+k

- y
S
q) Z 1 _ )s+k+l
k=0

= o s+k+1
:Z i +k2( : )yl (12.16)

_Z s (s+k+1)! sk
Kl

ENY (s + k)
Wir ordnen die Summen um und definieren r := [+ s+ k = 0,...,00. Fiir festes [ gilt
dann £ =0,...,r — s. Damit erhalten wir
x r—s ' [ee] r
)kt = =S "L d 12.17
Z (r—s—k)!(s+k'ym Z i Li(x) qed.. (12.17)
TZO =0 r=0

In den Ubungen zeigen wir

/0” 0D, (2, ) By, 2)dr = (s + o) (1 — y)(1 = 2))° = (s+q+z) o)

]
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Mit dieser Formel kann (12.11) bewiesen sowie Erwartungswerte der Form (r?) berechnet
werden.

12.2 Entartung der Energieniveaus

Wir wollen nun die Entartung der Energieniveaus diskutieren. Wir hatten in der letz-
ten Vorlesung gesehen, dass die Energie F, (11.31) unabhéngig von [ und m ist. Diese
nehmen die Werte [ = 0,... ,n —1,m = —I[,... ,l an. Damit ist die Entartung des

Energieniveaus F,:
n—1

> @+1)=n". (12.18)

=0

Solche Entartungen beruhen ganz allgemein auf der Existenz von Operatoren O;,i =
1,2,..., die mit H vertauschen (aber nicht mit dem vollstandigen Satz {H, A;,..., A,}
eines physikalischen Systems), also

0;, H| =0, [0, Aj] #0, (12.19)
fiir mindestens ein A;. In diesem Fall gilt

d.h. O;¢ sind Eigenfunktionen von H zum gleichen Energieeigenwert E. F ist also ent-
artet.

Im H-Atom ist der vollsténdiger Satz von Operatoren durch {H, L? L.} gegeben und es
gilt
[H,L]=0 = [H,Ly]=0 aber[Ly,L,]#0. (12.21)

Daraus folgt
HLi wnlm = Li Hwnlm = Enlm Liwnlm = CEnlm wnlmil

(12.22)
- CH¢7‘L1m:|:1 = CEnlm:l:l 77Z)nlm:|:1 .

Wir sehen, dass E nicht von m abhidngen kann! Die Eigenschaft [H, E] = 0 impliziert
also die m-Entartung von FE.

Fiir die [-Entartung ist der Lenz-Runge-Vektor A definiert durch

> 1 - o e2
A=—@ExL—-Lxp)—2% 12.23
5 (P p)— % (12.23)
verantwortlich. Er erfiillt
A H =0, [AL, L} #0, (12.24)
fiir das Coulomb-Potential V' = —ZTE?). Mann kann zeigen dass diese “versteckte” erhaltene

Grosse verantwortlich ist fiir die Authebung der /-Entartung.
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13 Teilchen im Magnetfeld

13.1 Klassische Elektrodynamik

In dieser Vorlesung betrachten wir ein geladenes Teichen mit Masse m und Ladung ¢ im
elektromagnetischen Feld. In der klassischen Elektrodynamik wirkt auf das Teilchen die
Lorentzkraft und es gilt die Bewegungsgleichung

M7 = Frowents = ¢(E + 17 x B) (13.1)

Die Felder E und B erfiillen die Maxwell-Gleichungen:

V.-E=A4np, VXE+—aa—t:0,
“ (13.2)
V-B=0, VxB--2=-""7
c Ot c

Die beiden homogenen Maxwell-Gleichungen werden durch die Einfiihrung eines skalaren
Potentials ¢ und eines Vektorpotentials A gelost:

E=-V¢— - B=VxA. (13.3)

Man priift

108 o e 1o 05 10a (13.4)

Die Potentiale sind nicht eindeutig festgelegt sondern kénnen mit einer beliebigen Funk-
tion A(Z,t) wie folgt transformiert werden

- . - o 10A(Z,t
A— A=A+ VA1), o— ¢ =¢— = gg’> (13.5)
c
Unter diesen Eichtransformationen sind E und B invariant
E—~E=E, B—B=8. (13.6)

Diese Redundanz der Beschreibung kann durch die Wahl einer Eichung wie z.B. der
Coulomb-Eichung o
V-A=0 Coulomb-Eichung (13.7)

aufgehoben werden. Das ist oftmals niitzlich, um Rechnungen fiir nicht-relativistischen
Teilchen zu vereinfachen. Fiir relativistischen Probleme (die innerhalb dieser Vorlesung
nicht betrachtet werden ist meistens

— — 1
V-A=-0,¢ Lorenz-Eichung (13.8)
c
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besser.

Die Hamiltonfunktion, die zur Bewegungsgleichung (13.1) fithrt lautet

[ <ﬁ— QA')Q Y qo. (13.9)

- 2m c

Der Beweis befindet sich teilweise in Aufgabe 2, Ubungsblatt 1.

13.2 Quantenmechanik geladener Teilchen

Wir ersetzen den klassischen Impulses durch den QM-Operator p — —ihV und erhalten
den Hamilton-Operator

A 1 . N2
H=— (’—?v - ﬂA) g (13.10)
2m (2 C
Dieser Form der Hamiltonoperator beinhaltet ein Wahl: klassisch gilt
pA=A-p (13.11)
aber fiir Operatoren gilt o
p-AF#A-p (13.12)
weil
3
> i Al = —ib(V A) (13.13)

i=1
Jetzt zeigen wir, dass die Form der Hamiltonoperator in Gleichung (13.10) notwendig is
fiir Eichinvarianz.

Im Gegensatz zur Lorentzkraft enthilt die Schréodinger-Gleichung die Potentiale und nicht
die eichinvarianten Felder £ und B. Daher ist die SGL nicht automatisch invariant unter
den Eichtransformation (13.5). Transformiert man zusétzlich die Wellenfunktion mit

U U =ity (13.14)
dann folgt .
H(A", V' = ihd, V' | (13.15)
aus .
H(A, ¢)¥ = ihoV . (13.16)
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Beweis:

0 1 > g o)\2
ho W = | (—iny = LA) gl | W
ot {Qm ihv c —i—qd)]
20 L/ e ap 43\ qoA|
Toxyg — |~ (_ . _ 1T ix
zhate v {2m< ithV CA CV)\) + q¢ 2ol € 1
(.0 ox , 1 i = q 7 q=.\2 q O\
(i = ho )W = e | (= -11-1993) L
e (zhat h@t) e {Qm ihV 4+ hVx . CV)\ +q9¢ oL
0 1 R - q 2 0 q
oy = —(—h 9xh ( ——)\)) h—( ——A) v
"ot {Qm ihv c RV (x he Tao ot \X " e
0 1 - q
i = {% (—mv - —A) n qqﬁ} U ged
(13.17)
Die Transformation (13.14) ist eine Phasentransformation und erhélt daher die Wahr-
scheinlichkeit |W’|*> = |¥|?. Die Eichinvarianz der SG besagt insbesondere, dass eine

Eichfixierung auferlegt werden kann innerhalb der Quantummechanik. In der Coulomb
Eichung V- A = 0 gilt

2

= AL <6 A+ A ﬁ) + 23@02,@2 +qo (13.18)

Fiir ein konstantes B-Feldes B = EO = Bye, gilt zusétzlich
A= —1#x By = 1By(~ye, + z¢,) . (13.19)

Fiir diesen Feld gilt tatsdchlich V-A=0.
In diesem Fall gilt

A2 = L(#x By)? = LBy — (#- By)?) = 1B2(«* + %) |
A= 1(@xBy) V=L(Boxd) V=15 (¥xV) =B L= LB, .
(13.20)
Eingesetzt in (13.18) folgt
R h2 . . 2 . .
H=-"A-L 7. B4+ L (2B~ (& B)) +q¢
2m 2me 2mc? (13.21)
B2 ¢Bo B2 ’
— ——A . Lz 0 2 2
2m 2me + 2mc? <$ Y ) +a9
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13.3 Zeeman-Effekt

Wir betrachten das Wasserstoffatom in einem konstanten und schwachen E—Feld, so dass
die Terme quadratisch in B vernachlissigt werden kénnen. Wir haben also

B, h2 2
H=Hy+ 220, mit Hy=-—A-5 (13.22)
2mec 2m T
wobei wir ¢ = —eq, ¢ = é und m, fiir die Elektronmasse benutzt haben.
Da [Hy, L,] = 0 sind die bekannten Eigenfunktionen t,,;,, von Hy auch Eigenfunktionen
von H
Hownlm = Enwnlm 5
R eaB (13.23)
Hwnlm = (HO + 20 ‘ Lz)wnlm = n,mwnlm
mec
mit B
€05,
Epm = (En+liwrm) ,  wp = 22”/60 . (13.24)

Im schwachen B-Feld wird also die m-Entartung im H-Atom aufgehoben. Dieses Effekt
wird ‘Zeeman-Effekt’ genannt.

Dieses Effekt ergibt eine praktischen Methode um die | Quantenzahlen zu messen: mit
Hilfe ein schwaches Magnetfeld wird beobachtet in wieviele Teile Spektrallinien aufge-
spalten worden. Im fall des Wasserstofatoms ergibt sich hier immer ungerade Zahlen, weil
[ immer ganz-zahlig ist.

Im Stern-Gerlach-Experiment mit ein Elektronenstrahl beobachtet man aber eine Auf-
spaltung in zwei Energieniveaus. Das war der erste Hinweis auf den Spin—% ‘Eigendre-
himpuls’ des Elektrons.

13.4 Aharanov-Bohm Effekt

In der klassichen Elektrodynamik sind E und B die fundamentalen Felder und die Poten-

tials ¢ und A lediglich Hilfsgrofen. In der QM sind ¢ und A die fundamentalen GréBen
und konnen gemessen werden. Das bezeichnet man oft als Aharanov-Bohm Effekt.

Gegeben sein ein B-Feld innerhalb einer (unendlich) langen Spule. Ausserhalb der Spule
sein B ~ 0. Im Aussenraum gilt daher A = VA, bzw.

A:/ ds- A, (13.25)
Zo
und damit iq (F g

U = Pene Ja 4 (13.26)

Arangiert man nun einen Teilchenstrahl der an zwei Stellen durch die abgeschiermte
Spule geht, so ist die Wellenfunktion

U= \Ill,O G%L ds-A + 111270 6% f2 ds-A = (\11170 6%¢B + 111270) 6% f2 ds-A s (1327)
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wobei U, o die Wellenfunktion ohne E—Eeld ist wenn der Strahl durch die eine Offnung,
Wy wenn der Strahl durch die andere Offnung tritt. ®p ist der eingeschlossene magne-

tische Fluss
@B:/dg.g_/dg.g:j{dg.g:/dﬁvxg. (13.28)
1 2

Eine Anderung des B-Feldes innerhalb der Spule fiihrt also zur Anderung der Phase von
W und éndert so das Interferenzbild auf dem Schirm. Diese Phénomen kann gemessen
werden und bestétigt so ¢ und A als die fundamentalen Groéflen in der QM.
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14 Abstrakte Formulierung der QM

14.1 Basiswechsel und Matrixdarstellung von Operatoren in L?

{1 (Z)} sei ein vollsténdiges Orthonormalsystem mit

—iEnt

Wl =G s V(@) =) cathue ™ = @a¥(E=0). (14

Man kann {¢,,} als (uendlich-dimensionale) Basis des L? auffassen, ¥ (¢ = 0) als beliebi-
gen Vektor in L? und ¢, als seine Koordinaten. Die Analogie im R? ist

3
’17:5 Ciéé, 67"63':61']', Clzaﬁ (142)
i=1

Ein Basiswechsel in L?
{n} — {on}

wird durch eine lineare Transformation der Form

beschrieben, wobei U = (U,,,) eine Matrix mit konstanten Koeffizienten ist. Fiir diesen
Basiswechsel soll gelten:

(Pulom) = 0mn,  W(E=0)= cathy =) & n, (14.4)

n n

d.h. der Vektor ¥ (¢ = 0) bleibt unveréndert. Setzt man (14.3) ein so folgt

SN T Ui Ui (i) = " Ui Ui = 3 (U, U = O (14.5)
l l l

k

Die hermitesch konjugierte Matrix einer Matrix U ist definiert als Ut := U*T und damit
lautet die Bedingung (14.5)

> U Un =6mn bzw.  UU=1 (14.6)
l

in Matrix-Notation. Matrizen die
UU=UU =1 bzw. U =U"! (14.7)

erfiillen, heifien unitiire Matrizen. Wir haben damit gezeigt, dass ein Basiswechsel in L? zu
einer neuen Orthonormalbasis mit unitaren Matrizen erfolgt. Die Koeffizienten in (14.4)
tranformieren mit dem inversen dieser unitdren Matrix

U(t=0) :ZC;@n:ZC;%Uln;ZQW = c;:ZUljllcn:ZUlTncn
n nl l n n

(14.8)
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Fiir Operatoren A auf L? definiert man eine Matrixdarstellung durch

(14.9)

Als Beispiel betrachten wir den eindimensionalen harmonischen Oszillator wo die Auf-

und Absteigeoperatoren a', a
a@/)n - \/ﬁqu)n—l ) aTqu)n =vn+ 1¢n+1 )
erfiillen. Daraus leitet man die folgende Matrixdarstellung her

0 Vv1i 0 ... 0

Umn = <¢m\&!¢n> = \/ﬁfsm,nfl = (amn) = (0 0 \/ﬁ \/g

@l = (Ymla'[¥n) = Vi +10mnn = (al,) =

Fiir A hermitesch gilt

bzw.

A= (Am) = AT = (AL,) = (475) = (47,,)
in Matrixform. Sind die {¢,} Eigenfunktionen von A, so gilt

d.h. die Matrix A ist diagonal mit den Eigenwerten als Diagonalelementen.

Unter einem Basiswechsel transformieren die A,,, wie folgt:
AY) = (pn|Alom) = ; Upn Ui (x| Althr) = ; Ul AY U,
| e

bzw. in Matrixform:

Al — gt AW 7.

(14.10)

(14.11)

(14.12)

(14.13)

(14.14)

(14.15)

(14.16)

Satz: Jede hermitesche Matrix kann durch eine unitdre Transformation auf Diagonalge-
stalt (Apmn = GpOmn) gebracht werden. Die unitdre Matrix U besteht gerade aus den

Eigenvektoren von A.

Seien {¢,} die Eigenvektoren von A und {#,} eine beliebige Basis von L? so folgt:

0= 0Un = (Wmlen) =D @mltr) Un = Upn -
!

l
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14.2 Dirac Formalismus

Man ersetzt W(Z,t = 0) = ) ¢, ¥,(x) durch einen abstrakten Vektor | ¥) im Hilber-
traum H. | V) € H heisst Ket-Vektor. Weiterhin ersetz man U*(Z,¢ = 0) durch einen
abstrakten Bra-Vektor (V| € H*. H* bezeichnet den dualen Raum. Unter einem Hilber-
traum versteht man einen vollstdndigen komplexen Vektorraum mit Skalarprodukt (¥|®)
und Norm |[(¥|W)|| = \/(¥|¥). Das Skalarprodukt ist so eine Abbildung

(V[®): H'xXH—-C. (14.18)
Der Raum der quadratintegrablen Wellenfunktionen L?(R) ist ein Beispiel fiir einen Hil-

bertraum. Die Existenz von (¥|®) und |[(¥|¥)|| sichert nun die quantenmechanische
Konsistenz.

‘H hat eine orthonormierte Basis |n) und jeder Vektor in H ldsst sich schreiben als

) =) culn),  mit (nm) =0um . ¢, = (n|¥). (14.19)

n

Ein Basiswechsel mit unitarer Matrix U lautet

) = |m) Upn - (14.20)

Eine Darstellung des Identitétsoperators 1 erhédlt man aus
W)= "In)en=> [n)nlv) = 1= |n)(n| (14.21)

(gilt nur bei vollstéindiger Basis).

In diesem Formalismus lautet die Schrédingergleichung:
0
th a\\lf,@ = H|V,t) . (14.22)

Mit [W,t) = > cu(t) |n) folgt
in Y Ien 1y = S e Hln) . (14.23)
Multipliziert man mit (m| von links so folgt

., Ocy,
ih—% = ;cn (m|H|n) = ;cn(t)Hmn . (14.24)

Wenn die Basis |n) durch Eigenvektoren von H aufgespannt wird, so gilt H,, = Fy0nm
und damit

OCm,
" — Bl 14.25
o ‘ (14.25)
mit der Losung
iEmt
cm(t) =cme” h . (14.26)
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Bei einer kontinuierlichen Basis |£) mit (£'|) = 0(§ — &) gilt

v = [dewEnl), v = €. (1427)
Also z.B. fiir die Ortswellenfunktion
(x|U,t) = U(x,t) (14.28)

wobei |z) Eigenvektor des Ortsoperators Z ist: Z|x) = z|z). Fiir die Impulsdarstellung
gilt
(p|W, 1) = V(p,t) (14.29)

wobei |p) der Eigenvektor des Impulsoperators zum Eigenwert p ist.

14.3 Postulate der Quantenmechanik — Version 11

Im Rahmen des Dirac-Formalismus lassen sich nun die Postulate der Quantenmechanik
aus Kapitel 2.2 umformulieren.

I Der Zustand eines physikalischen Systems wird durch einen Zustandsvektor |¥)
beschrieben.

IT Die Observablen werden durch hermitesche Operatoren A dargestellt.
(Funktionen von Observablen werden durch Funktionen von Operatoren darge-
stellt.)

IIT Der Mittelwert einer Observablen im Zustand |¥) wird durch (A) = (V|A|¥) be-
stimmt.

IV Die Zeitentwicklung wird durch die Schrédingergleichung bestimmt
h 0 |ty = H|)
th — = .
ot -’

V Bei Messung von A geht das System, wenn a,, gemessen wurde, in den Eigenzustand
1) von A tiber (Alt,) = ay|1,)). Das nennt man Reduktion des Zustands.

Bemerkungen:

e Aus (II) und (III) folgt: Befindet sich das System im Zustand V) = > c,|vn),
wobei |1,,) die Eigenzustinde von A sind, so gibt |c,|* die Wahrscheinlichkeit dafiir
an, bei einer Messung von A den Eigenwert a,, zu finden.

e Fiir stationdre Zustiande gilt
(o, t) = e b} . Hltha) = Enfthn)
Befindet sich das System zur Zeit t = 0 im Zustand |¥) = > ¢,[1,), dann gilt fiir

beliebige ¢
Ut = ce” Py,

n
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15 Spin und Gesamtdrehimpuls

15.1 Spin

Der Zeeman-Effekt zeigt die Aufspaltung des Grundzustand |n = 0,1 = 0,m = 0) des H-
Atoms in zwei nicht-entartete Energieniveaus im B-Feld. Daraus folgt, dass {H, L%, L.}
keinen vollsténdigen Satz von Operatoren bilden. Dariiber hinaus hatten wir gesehen,

dass die Drehimpulsalgebra [L;, L;] = zhz €ijk Ly, halbzahliges [ zulédsst. Diese beiden
k

Beobachtungen motivieren das Postulat:
Das FElektron hat einen halbzahligen “Eigendrehimpuls”, genannt Spin.

Der Spin hat kein klassisches Analogon. Die Eigenzustdnde des H-Atoms werden wie
folgt erweitert
) = nlm) @ [xs) € Hum @ Hs | (15.1)

wobei |nlm) € H,y, die bisher gefundene Eigenzustinde des H-Atoms sind und |y,) €
Hs die Eigenzustinde des Spin-Operators bezeichnet. H, L?, L, wirken nur auf |nlm),
bzw. haben die Form

H—-H®1, [*’—-L1°®1, L —L,®1. (15.2)

Der Spinopertor ist definiert als

3
S=1®5, §=>siéi, (15.3)
i=1
mit R
[S,Hl=0=1[S,L% =[S, L.] ,
- 154
[Si, Sl =ih> e S = [$%,5.]=0 (154)
k
Damit ist {H, EQ, L., 5’2, S.} ein vollstédndiger Satz von Observablen.
Die Eigenfunktionen |y,) von S2, 5. erfiillen
S%xs) = A2 s(s+1) ys) = 3 |xs)
(15.5)
sZ::I:% 1
S:lxs) =hs.|xs) =" E3h|xs)
|xs) sind also 2 Zusténde
s=g.5.=3) = [5:3) = |
12 i_321 — (15.6)
|s=13,5.=—3) = |3,—3) = [ 1)
mit Normierung
(s,8:]8',5.) = 055 0.0, (15.7)
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Analog zum Drehimpuls definiert man
Si:=8,+iS,, Sl=5_. (15.8)
Dann folgt aus (15.4)
[S.,S+] =£h Sy, [Sy,S_]=2hS, . (15.9)

Damit berechnet man

S, Si|s,s,) =[S, S<]|s,8,) + S+ S, s,8.) = £h Sy |s,s.) +hs, St|s,s.)

(15.10)

=h(s,£1) Sils,s,) .
Si|s,s,) ist also Eigenzustand von S, mit Eigenwert A (s, + 1). Fiir s = %, S, = j:% folgt
Se =0, S IL=0, Sil)y=c|l), S |1)=1l). (15.11)

¢ und ¢’ werden durch die Normierung und die Relation
S_Sy = (S, —iS,) (Se +iS,) = S2+ 82 +i[S,,S,] = S* — S2 — hS. (15.12)
ihS

festgelegt:

el (11 1) = le* = (T [S-S| 1) = (TS = S = hS.| 1) = 30° — {W* + §0° = 1*
(15.13)
also ¢ = h. Analog zeigt man: ¢’ = h. Damit gilt

Selly=hIT), S =nll), S |)=0=51, S:II)=-31), SI1=31).

(15.14)
Als Matrixdarstellung des Spin-Operators erhélt man
. <<T\SZ|T> <T|Sz\l>>:7_i(1 0)
) (LS. (Ls:p)  2\0 —1
0 1 (15.15)
. (msm <T|Siu>): 00
= IS (1Sel 1 <0 0) |
10
Daraus folgt
Sy = Sy +50) = g(i’ (1)) , S, = (S -5 = g((z _OZ) . (15.16)

Zusammen also

B . (01 (0 —i (10
o mit O’x—<1 0), ay—(i 0), O’Z—(O _1). (15.17)

§:
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Die Matrizen o,, 0y, 0, heilen Pauli-Matrizen. In den Ubungen zeigen wir

0,05 = 6ij 1 +ZZ€Z]k Ok , Sp(O’Z) =0 s det g; = —1. (1518)
k

|7 = G,) , b= ((1)) : (15.19)

Ein beliebiger Spinzustand fiir s = % ist damit

In dieser Basis gilt

Ixs) =cp[T)+erll), (15.20)
mit der Normierung
(xslxs) =1 = |+ =1 (15.21)
und
o= (Tlxs), e =(lIxs) (15.22)
In der Matrixdarstellung gilt
xs) = (CT) : (15.23)
=

Der Identitdtsoperator in H1 lautet
2

DA+ (15.24)

Jedem Elementarteilchen wird ein Spin zugeordnet:

e, 1,7, Quarks uund Leptonen

Photon, W¥, Z°, Gluonen

Graviton

Higgs-Boson — noch nicht gefunden

Gravitino — noch nicht gefunden

kénnen nicht elementar sein — gebundene Zusténde, z.B. Kerne

W W »®W W »w »
VoIl
Nrjw O N —ol=

15.2 Gesamtdrehimpuls
Als Gesamtdrehimpuls J definiert man die Summe

J=L+5=L®1+10S. (15.25)
J operiert auf H = Hy x Hg. Wegen [L;, S| = 0 gilt

[Ji, Jj] = [Li + Si, Lj + S5] = [Ls, L] + [Si, S5

. . 15.26
=1h Z €ijk (Lk + Sk) =1h ZGijk; Jr ( )

k k

d.h. J; erfiillt die gleiche Algebra wie L;, S;. Es gilt weiter
P=N JJi=*+5+2L-§. (15.27)
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Daraus folgt: |im) ® |s, s.) ist Eigenvektor von {L2, L., S? S.} aber nicht von J? wegen
des L - S - Terms. D.h. wir miissen die Eigenzustinde von .J? neu finden. Dazu iiberlegen
wir zunéichst welche Operatoren mit ./ und untereinander vertauschen. Aus (15.26) folgt

]2, 1] =0, (15.28)
aus (16.3) folgt
(2, L% = [J%, 8% =0. (15.29)

J,, L?, 5% vertauschen auch untereinander und somit suchen wir die Eigenzustinde von

{J%, J., % S%} anstelle von {L2, L., 52, 5.}.

Die gesuchten Eigenvektoren |5, mj, [, s) von {.J2, J., L%, S*} erfiillen

T jomy, Los) =R 5+ 1) 1, my, L s)
Jz ‘ja my, l7 S h
R (15.30)
L? |7, mj, [, s h
52 |7, mj, I, s) = R*s(s+1) |7, mj, 1, s) .

In der néchsten Vorlesung zeigen wir

l7,m;, 1, s) = Zcmz l,m) ® |s,s.) ,
ol (15.31)

mit l—s|<j<l+s, —j<m;<j, m; =m+s,,

wobei ¢,,s. Clebsch-Gordon-Koeffizienten heissen. Sie sind tabelliert.

Zum Schluss priifen wir die Ubereinstimmung der Anzahl der Zusténde. Zu festem [ und s
gibt es in der |[,m) ®|s, s,)-Basis genau (204 1)(2s+1) Zustande. In der |, m;, [, s)-Basis
ist die Entartung identisch:

l+s 2s
D @j+1) =) (2k+2(1—s)+1) = 25(25+1)+ (2(1— ) +1)(25+1) = (2A+1)(25+1) .

j=l—s k=0
(15.32)
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16 Gesamtdrehimpuls, Addition von Drehimpulsen

In der letzten Vorlesung haben wir den Gesamtdrehimpuls J=L+S eingefiihrt. Er erfiillt
die Drehimpulsalgebra (15.26) und {J?, J,, L*, S*} bilden ein Vollstéindiges System von
Opertoren. Die zugehorigen Eigenzusténde |j, m;, [, s) erfiillen (15.30).

Wir wollen nun (15.31) beweisen und zwar fiir den Spezialfall [ beliebig, s = % Dazu
benutzen wir die Leiteroperatoren Jy = Ly + S4. Wegen J, = L, + S, gilt sofort
mj=m+s,=m+;. (16.1)
Wir starten mit dem Zustand |l,m =1) ® |s = 5,5, = 1) = |[,1)| 1) und priifen
JALDIT) = (Le + S2) [LDIT) = B+ 3) [1L,D]T) (16.2)
= hmy L) ®[1)  fir  omy=l+1. '
Es ist giinstig auch J? durch Leiteropertoren auszudriicken. Es gilt
JP=0*+8584+2L-5=1%+5+2(L,S, + L,S, + L.S.) (16.3)

mit

L= 3Ly +L0), Ly=5(Li—L), S, =3Si+5), S,=%(S,—5), (16.4)

folgt
LySy+ LySy = (Ly + L) (84 +8-) = 3(Ly — L)(S+ = 8-) = 3L+ S— + 5L-S, .
(16.5)
Eingesetzt in (16.3) erhdlt man
JP=I[*+54+2L.5, 4+ L,S_+L_S, . (16.6)
Damit kénnen wir berechnen
T = R+ 1) + s(s+ 1) 4 20s) |1, D] 1) = R+ D+ 3)L0[1)
5= (16.7)

:h2j(j+1)|l,l>|T> fiir j:l—i—%.
11,1} 1) ist offensichtlich auch Eigenzustand von L? und S?. Damit haben wir gezeigt
=l homy =l b s =1y =101 . (16.8)

Damit gilt auch
T L0IT) = (Ly + S4) [LD)]T) = 0. (16.9)

Nun konstruieren wir weitere Eigenzustiande mit j = [ + %, m; < I+ % durch wiederholte
Anwedung von J_. Dabei benutzen wir

Ly |l,m) = iA/I(1+1) — m(m=*1) [I,m=*1) = h/(£m + 1){ Fm) |I,m*1) ,

Sel)y=nl1), S-[1)="nr[l).
(16.10)
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Daraus folgt
JALDIT) = AV2A L= ) +h(LD 1) =clj=1+F m;j=1—F,1,s=13) . (16.11)

Die Konstante ¢ bestimmt man durch Normierung

2
1= (j,m;,1,s5,m;,1,s) = W(21+1) = c=hv2+1. (16.12)
c
Damit gilt
’j:l+%>mj:l_%>las:%>_ \/ 2l+1 ’l [— >|T>+—‘/2}+1|lal>‘l> (1613)

Erneute Anwendung von J_ liefert

Jli=trgm =iy s =g = (L SOl =g m =g bs=3) o
:“‘:C‘j:l—i_%am]’:l_%’l>3:%> .

Wir unterdriicken hier die Rechnung und beweisen statt dessen die allgemeine Formel
1 a1
=0+ L my s =3y = /TR |1 m o= my— D)1+ a2 |l mo=my )] 1)
(16.15)
die fiir jedes m; im Intervall —j < m; < j gilt. Im Rahmen einer “Vollsténdige Induktion”
nehmen wir an, dass (16.15) gilt und beweisen die Giiltigkeit fiir [j = [+3, m;—1, 1, s = 3).
Dazu berechnen wir

J_|j:l—i—%,mj, l,S:%) = (L_—}—S_)‘j:l—}-%’m]’ [, s =

)
1
l+ﬂ’Lj+_
Zviﬂﬁ(MN—WH%W+W—@%mzmr§m+h%mzw—%w)
l mj+
+y mﬂﬁ¢l—m YL+ my + 8) |1, my— 5] 1)

(I+mj+3)(1—m )(l+m l+m,;+1
:h\/ - 21i1 i=2) L, ma_%>|T>+h 27?4].12(l_mj+%)|lvmj_%>‘l>

N[

= cli=1l+3,mi—1,1,s=3).
(16.16)
Die Normierung liefert

L=(=I+g3m—1 1 s=3lj=l+5m-11s=73)

T2 20+ 1 20+ 1
(16.17)
Daraus folgt
l+m;+ )1 —mj+3
|c|2:ﬁ2( ! ZQZ)%(—l d )<l+m3 +l—mj+%)
21 (16.18)

= c= Ryl +my+ (- m;+3)
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Damit ist gezeigt

|j :l‘i‘%? mj_1> la 5= %> =V ﬁ |l m= mﬂ_%>|T>+ V # |l’m:m]_%>‘l> ’

(16.19)
im Einklang mit der Behauptung (16.15). Zusammenfassend haben wir also die folgenden
2(143) + 1 = 20 + 2 Zusténde konstruiert:

j=1+% mj, s=13) fir —(1+3) <m; <(1+3). (16.20)

Insgesamt brauchen wir (21 + 1) - 2 = 41 + 2 Zusténde; es fehlen also noch 2[ Zusténde.

Wir betrachten dazu die orthogonale Zustidnde

1) = =y S lm = my = DI+ B m = my DI (16.21)
Unter Benutzung von (16.15) zeigt man
(j =143, mj, s=1lz) =0, (16.22)
d.h. |z) steht senkrecht auf allen bisher konstruierten Zustanden. |z) erfiillt
Jola) = (L + 5.) 2) = hmy |a) (16.23)
und

Jz) = (L2 + 82+ 20,5, + L. S_ + L_S,)|z)

l—m; %
= —\ g (PUAD) + 47+ 21%(my =) - 3 ) 1Lomy—5)[ 1)

20+1

n2

l—m]- %
w2\ J e my 5 —my ) [Lmy )]

lmj%
) BIe (RAA(141) + 382 — 212 (my ) L) [Lomy+ 3] 1)

(16.24)

l—i—mj—l—2
P Sy (g 3 [lm =3I 1)

lm]1
= W2 |l = 1)\ s (P == —my+ 5+l +m;+3)

~~
1
_12+Z

1
+ 1 L4 D) S (b = J 4 P+ S —my - )

=R (1—=H(+3)|x)=rj(G+1)]z) fir j=1-1, [1#0.

Damit ist gezeigt, dass es sich bei den |z) tatséchlich um 2(I — 3) + 1 = 2I Zusténde
handelt. Fiir festes [ haben wir also zusammen die 4] + 2 Zustande:

15, my, L s =3) mit j=I1£5>0 und —j<m;<j. (16.25)
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Oder in der Notation von (15.31)

1
2
lj,mj,ls =12) = Z Z Cms, |L,m) ® s =1.s.) (16.26)
m—fl
-3
mit [ -3 <j<l+i, —j<m;<j, mj=m+s,und
(
I+m;+ . 1
s fdr j=l4+3 m=m;—3
l—ﬂ’lj-l—l
s fr j=l+3 m=m;+ 3
Coms, = . (16.27)
1
l—m;+5 . . 1 - 1
s> fir j=1l—3, m=m;—3

\

fiir j—l—%, mzmj+%
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17 Zeitunabhingige Storungstheorie

17.1 Nicht-entartete Storungstheorie

Gegeben sei
H = Hy+ \H, (17.1)

wobei die Eigenwerte E° und Eigenfunktionen |n’) von H, bekannt seien, d.h. es gilt
Hy |n°) = E° n°) . (17.2)

Weiterhin soll gelten
AN, < Hy (17.3)

d.h. \ H; stellt eine “kleine Stérung” von Hy dar. Man 16st nun das Eigenwertproblem
H|n) = E,|n) (17.4)

approximativ mit Hilfe einer Potenzreihenentwicklung in A. Dazu dient der folgende An-
satz:

E,=E)+AE)+ NE} +--- =Y (E,)'\,
=0
N (17.5)
) = n®) + Aln') + X n?) 4= [nh)N
=0

Wir machen zunéchst die Annahme, dass keine Entartung der Energieniveaus vorliegt.
Setzt man (17.5) in (17.4) ein folgt

H|n) = (Hy + AH)(|n") + A ') + 2% |n®) +...)
S (ECHAE + N2 E2 4. ) ((In%) + A n)y + A2 [n2) +...) .

Ordnet man nach Potenzen in A folgt

A Hylng) = E2n®) | (17.6)
A Hy|ng) + Ho ln') = E) n°) + EX |n') | (17.7)
N Hy|n') + Hy|n?) = E! [n') + E2 |n?) + EZ |n°) . (17.8)

Wir wéhlen die Normierung
(n°In%) =1, (n°nty = &g , (17.9)
woraus (n°|n) = 1 folgt. Multipliziert man (17.7) mit (n°] und benutzt (17.9) folgt
E! = (n°|Hy|n°) , (17.10)

d.h. in erster Ordnung ist die Korrektur zur Energie durch den Erwartungswert des
Storoperators H; in den Eigenzustédnden des ungestérten Hamiltonopertors gegeben.
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Nun multiplizieren wir (17.7) mit (m°| fiir m # n und erhalten
(m’| Ho [n') + (m°|H1[n”) = E,, (m"[n°) +E, (m|n") .
—— ——
19, (m0) =0
bzw. (1 H, )
m 1|n
(mit) = S I
Entwicklet man |n') in Eigenfunktionen von Hy:
'y = all’),
!

so folgt

m°|H
cm = (m°nt) | bzw. Z |m? w :

- Ep

m#n

Fiir die Ordnung A? multipliziert man (17.8) mit (n°| und erhélt

(n°|Hi|n") + (0’| Ho|n®) = E, (n°[n') + B, (n"|n®) + B, (n’|n")
—_——

EQ (n%n2)=0

Daraus folgt

IO ) _ g
Bo=(MHin') =Y == = g

m#n m#n

Multipliziert man (17.8) mit (m°| folgt

(m’|Hiln") + (m°|Ho|n®) = B, (m’|n") + B, (m°[n®) + Ey (m°[n°) ,
—_—— ——

n

EY, (m®n2)=0 Cm =0

bzw.
(Ep, — Ep) (m°|n®) = ¢ E, — (m°|Hy|n')

Mit der Entwicklung [n?) =", ¢ |1°) folgt dann

_ cuB (| [1°)
_ _pp M) o~ () (| )

" (E) - ER)? (ER — ED)(E, — E)

wobei (17.14) benutzt wurde.
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17.2 Harmonischer Oszillator mit linearer Storung

Als Beispiel betrachten wir den harmonischer Oszillator mit lineare Stérung, also

H=H,+ H,, (17.20)
mit )
Hy = 2]9_m + smw?z? = hw(n + 3) | Hi=azx. (17.21)
Hy hat die Kapitel 6 gefunden Eigenfunktion |n°) mit
Ho|n®) = E2|n°) | E) =hw(n+3). (17.22)
Die lineare Stérung lisst sich durch die Leiteroperatoren a,a! ausdriicken fiir die gilt
xr = %(a +al), o = m—hw : (17.23)
aln®) = /n|n® — 1), a'ln®y = vn+1n° +1) .
Daraus folgt H, = O‘—fio(a + aT) und
E, = (n°|Hi[n") = 2% (nla +al[n®) = 0. (17.24)
Fiir die Energiekorrektur 2. Ordnung berechnen wir
(n°|Hy|mP) = 2% (n°la + af|m®) = a—fg(\/ﬁ%m_l +Vm+ 1pmy1) - (17.25)
Daraus folgt
E2 = (n[Hyn") = Y [ ‘Hl‘go> = O;_f(—n— 1+n) = —27212 . (17.26)

m#n

Fiir die erste Korrektur der Zustdnde benutzen wir (17.14)

=) |m O’Hl’E”’) — s (nln —1) =+ I|n+1)) .

m#n

Der harmonischer Ozsillator mit linear Storung lasst sich mit Hilfe einer quadratischen
Ergénzung exakt 16sen. Dazu machen wir folgende Umformung
2

H = 2]9_m +lmw?® o =2 4 lme?g? — 2 (17.27)
g="%(a+a). (17.28)
Damit lasst sich H schreiben als
2

H = hw(afa + 1) — —— . 17.29

Da der zweite Term konstant ist folgt fiir die Energieeigenwerte

2

E,=hw(n+1)— =FE)+ E?. (17.30)

2mw?

Der Vergleich mit (17.26) zeigt, dass die Korrektur zur 2. Ordnung in « exakt ist, d.h.
es gilt B!, = E252.
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17.3 Harmonischer Oszillator mit kubischer Storung
Ein weiteres Beispiel ist der harmonischer Oszillator mit kubischer Storung, also
H = Hy + Hy, mit H, =az® (17.31)
Fiir die Energiekorrektur 1. Ordnung findet man
E, = (n°[Hi|n") = a (n°|2%|n") = a (n°])(a + a7)3|n0) =0, (17.32)

da kein Term aa! oder a'a auftreten kann. Fiir die Korrektur der Zustidnde findet man

) = 3 i) )

m#n
axg 1 7 0 1 0
= o 1o (VD 0=2) [0=3)%) = § kD 2)(n43) | (0+3)')
= 3+ )2 | (n+1)°) + 3072 |(n—1)"))
(17.33)
Die Energiekorrektur 2. Ordnung ist
H
m#n
2.6
- Oéh‘zo (% n(n—1)(n—2) — L (n+1)(n+2)(n+3) — 9 (n+1)? + 9n3> (17.34)
o? h? 9

Wir sehen, dass die Konvergenz besser ist fiir kleines n.
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18 Entartete Storungstheorie und Stark Effekt

18.1 Entartete Storungstheorie

In den Herleitungen der letzten Vorlesung haben wir angenommen, dass die Energieei-
genzusténde nicht entartet sind. In vielen Féllen (z.B. Wasserstoff) ist das aber nicht der
Fall und die ungestorten Zustdnde sind entartet. D.h. es gilt auf einem k-dimensionalen
Unterraum des Zustamdsraums:

Hy|nd) = E,|nd) fir i=1,... k. (18.1)

Auf diesem Unterraum ist die bisherige Annahme E° — E? # 0 nicht erfiillt. Man kann
aber in diesem Unterraum immer eine Basis {|n{)} wihlen so das

(ny| Hi|nj) = By 0 (18.2)

d.h. eine Basis die H; auf dem entarteten Unterraum diagonalisiert. Das ist immer
moglich, da auf dem entarteten Unterraum [Ho, Hy] = 0 gilt, denn (nf|Ho|n9) = E,, 0;;
vertauscht mit jedem H;. Die korrekten Zustdnde auf dem entarteten Unterraum sind
die Eigenzustinde von H;.

18.2 Stark-Effekt

Als Beispiel betrachten wir das H-Atom im homogenen elektrischen Feld E. O.B.d.A.
wéhlen wir £ = Eeé, und erhalten den Hamiltonoperator

H=Hy+ H;, mit H0:2———, H =—-eF -¥=—-ekz (18.3)
m r

Die Eigenzustdnde und Eigenwerte von Hy wurden in den Kapiteln 11 und 12 bestimmt
Hy [nlm) = E, |nlm) , (18.4)
mit
[nim) = R (kr)Yim (0, @) | E,=—— (18.5)
In den Ubungen berechnen wir explizit
Ru=2 (2% %

)3/2 L ( _ﬁ) 7 (18.6)

2a

IN

Ra =2 (

[\

a

Ra= 3 (£)" 2k

Y

S

wobei a 1= mh—; der Bohr-Radius ist.
0
Die Korrektur zur Energie des Grundzustand |1,0,0) ist in 1. Ordung:

o) +1
E!_ =(1,0,0leEz[1,0,0) ~ eE / drr3 |R10\2/
0

n
-1
(.

2m
d(cos0) cos@/ dp =0, (18.7)
0

-~

=0
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wobei wir benutzt haben, dass Yy, konstant ist.

Der 1. angeregte Zustand ist 4-fach entartet, da die Zusténde |2,0,0), |2,1,0), |2,1,£1)
dieselbe Energie haben. Die Energiekorrektur dieser Zustéinde wird durch die 4 x 4-
Matrix (nim|z |n/l'm’) auf dem entartetet Unterraum bestimmt. Die Berechnung kann
durch Symmetrieiiberlegungen vereinfacht werden. Es gilt

2, L] = [z,2py —ypal = 0, (18.8)
woraus
0= (n'I'm'|zL, — L.z|nlm) = h(m — m') (nlm|z|n'l'm) (18.9)
folgt. Daher kann das Matrixelement (nim/|z|n'l'm’) nur fir
m=m' (18.10)

von Null verschieden sein. (18.10) nennt man eine Auswahlregel. (Diese Auswahlregel gilt
fiir jedes Matrixelement (nim|O|n/l'm’) wenn [O, L,] = 0.)

Eine weitere Auswahlregel folgt aus der Rekursionsrelation
(l—m+1)P7y = (20l+1)cosd P — (1+1) ", (18.11)

die fiir die assozierten Legendrepolynome aus der erzeugenden Funktion hergeleitet wer-
den kann. Aus (18.11) folgt sofort

08 0Yim = c1Yig1m + ©Yicim (18.12)

wobei ¢ 9 Konstanten sind, die wir im folgenden nicht benétigen. Daher gilt

(n'U'm/|r cos @lnlm) = /dr 7 Ry Ry /dQ cos 0 Yy Yim,
(18.13)
= / drr® Ry Ry / dQ cos 0 Y5, (c1Yiiim + caYioim) -
Aus der Orthogonalitit der Y, folgt damit, dass die Matrixelemente (n'l'm’|r cos 0|nlm,)
nur von Null verschieden sein kénnen, falls
l=1+1. (18.14)
Das ist die 2. Auswahlregel.

Damit kann auf dem entarteten Unterraum nur (2,0,0] 2|2, 1,0) # 0 gelten. Wir berech-
nen (fir Z =1)

[e.o]

(2,0,0[2]2,1,0) = /drr?’ R20R21/d9 cos 0 Y Y10

2 1 3 1 e’ \/§+1 2
(@)oo g e
\/3(2a) a/ nr 2a) ¢ AT $¢ 7
0 ! 0 (18.15)
17 PN e 11
- Jar (o) eyt
gt | T 2a) ¢ 235
0 N——
2/3



wobel wir Yo = \/%;,Ylo = ,/% cosf benutzt haben und im letzten Schritt r = ax
substituiert haben. Benutzt man fooo dx z" e =T'(n+1) = n! so folgt schlieBlich

(2,0,0]22,1,0) = 1% (41— 15!) = % (24— 60) = —3a (18.16)

bzw. in Matrixform

0 —3a 0 0
(nlm| z |n'l'm') = _g& 8 8 8 (18.17)
0 0 00
Die Eigenwerte dieser Matrix lauten
AMog==E3a, X4=0, (18.18)
Die Eigenvektoren sind:
1 1 0 0
% NE % bl I I I (18.19)
0 0 0 1
Die Energiekorrekturen in 1. Ordnung sind somit
E!_, = 43aek , (18.20)
mit den Eigenzustanden
%(\2,0,0>i 12,1,0)) , 12,1, £1) . (18.21)
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19 Mehrteilchensysteme

19.1 Allgemeine Uberlegungen

Bisher haben wir in der Vorlesung die Quantenmechanik eines Teilchens im Potenti-
al V' diskutiert. Wir wollen in dieser Vorlesung die Verallgemeinerung fiir N Teilchen
einfithren und dann in der néchsten Vorlesung als Beispiel das Helium-Atom mit zwei e~
im Potential eines Kerns mit zwei p* diskutieren.

Der Hamiltonoperator fiir N Teilchen im Potential V' lautet

p . -
H = — 4+ V(r,...,T 19.1
;1 o TV N) (19.1)
mit Eigenzustdnden, die wir generisch als |ny, ..., ny) angeben.

In der klassischen Mechanik spricht man von identischen Teilchen, wenn sie ununter-
scheidbar sind, also z.B. zwei e™. In der klassischen Physik sind sie aber jederzeit identi-
fizierbar, z.B. durch Angabe von Ort 7; und Impuls p;. In der QM sind sie ununterscheid-
bar aber nicht identifizierbar, da man ihnen keine Bahn zuordnen kann. Mathematisch
bedeutet das

T O I (3N I chand 7S PR 1) SO 7 PR 1)\ U a€eR. (19.2)

Man definiert den Permutationsoperator P;; durch
Pjlna,...,ng, ... ,nj, ... nN) = N1, My, Ny TN (19.3)
Er hat die folgenden Eigenschaften:
Pi=1, P;=P, =  P;=P;'=P}, &*=+1. (19.4)

1]
Fiir identische Teilchen erfiillen alle Observablen
(U|A|T) = (U|PTAP|T) = [A,P]=0. (19.5)

Insbesondere folgt damit [H, P] = 0, d.h. H und P haben gemeinsame Eigenfunktionen.
Die moglichen Eigenwerte n von P sind = &1 auf Grund von P? = 1.

In der relativistischen Quantenfeldtheorie beweist man das Spin-Statistik-Theorem. Es
besagt, dass fiir n = +1 die Zusténde total symmetrisch sind; ihnen wird ein ganzzahliger
Spin zugeordnet und man nennt sie Bosonen. Fiir n = —1 sind die Zustédnde total anti-
symmetrisch, ihnen wird ein halbzahliger Spin zugeordnet und man nennt sie Fermionen.

Ein Spezialfall ist das Pauliprinzip (W. Pauli, 1925, Hamburg, Nobelpreis 1945). Es
besagt, dass die Wellenfunktion eines Systems von Elektronen (Fermionen) total anti-
symmetrisch ist. Fiir zwei Elektronen hat man daher

N1, ng) { %07?(51,33’2)) + W(@,ﬁ») X %(’31a3z1>|32a3z2> - ‘82>Sz2>‘31>sz1>)
1,12) =

%(W(fla f2)> - W(@, f1)>) ® %(‘317 $z1>|52, 8z2> + \327 $z2>\81> Sz1>)

(19.6)

wobei [1(Z, Z3)) die Ortwellenfunktion bezeichnet. Daraus folgt, dass zwei Fermionen mit

gleichem s, nicht am selben Ort sein kénnen und zwei Fermionen am selben Ort miissen

verschiedenes s, haben. Mit diesem Postulat 148t sich qualitativ das Periodensystems der
Elemente erkléren.

Y
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19.2 Nicht wechselwirkende Teilchen

Fiir nicht wechselwirkende Teilchen (mit gleicher Masse m) ist der Hamiltonoperator

N -

H=Y"H, mit H=2

da [p;, pj| = [, @] = [pi, ;] = 0. In diesem Fall ist der Hilbertraum ein Produktraum
H=H®@H,® - ®@Hn (19.8)

von Einteilchen-Hilbertraumen H,;. Die Eigenzusténde zerfallen analog in Produkte von
Einteilchenzusténde |n;)

]nl,ng, ...,nN) = \m} X \n2> ®...Q |7’LN> s (199)
mit
N

Hi|ni) = Ei|ni) ,  Hlnq,na,.ony) = Elny,ng, ony) . E=Y Ei.  (19.10)

=1

Der Zustand |nq, ng, ..., nx) in (19.9) beriicksicht allerdings noch nicht des Spin-Statistik-
Theorem. Fiir 2 Bosonen hat man z.B.

1, n2) g = 5 (101)y In2)y + [n2), Ina), ) - (19.11)
Man priift leicht
Piy|ny,ng) g = |no,m) g = In1,na)p Hniy,ne)p=FElni,ng) g . (19.12)
Fiir 2 Fermionen gilt:
1, n2) = 5 (1) [n2)y — [n2)y In1), ) (19.13)
mit
Piy|ny,ne) p = [no,m) p = —n1,n2)p H|ny,ne)p = E|ng,ne)p (19.14)
Fiir N Bosonen gilt:
n1,conn)p=cs Y P(lm)®[na) @ ... @ ny)) (19.15)

alle Permut.

fiir N Fermionen gilt:

i,y p=cr Y (=DPP(In1) @ Ina) @ .. ® |ny) ) - (19.16)

alle Permut.

Normiert man diese Zustinde folgt |c|> X Anzahl der Terme in der Summe =1, also

1 VNN N

cp=—, c ,
BN b VNI

(19.17)

)



wobei N; die Anzahl der Zustdnde mit Quantenzahlen n; angibt.

|n1, ..., nN) p 188t sich auch als Slater Determinante schreiben

1 \”1>1 \n1>N

Inn)y - i)y

Als Beispiel betrachten wir N freie Teilchen mit Spin im Volumen L3. Die Einteilchen-
zustande sind in diesem Fall Impulseigenzustéinde
(7:)*

P E; = . 19.19
|ﬁ>z € ) 2m ( )

Fordert man periodische Randbedingungen am Rand des Volumens wird der Impuls
diskret

O(E@) =@+ L) = ewl=1, (19.20)
mit der Losung
Piag: = 22 Migyz s  Miay: ER. (19.21)

Fiir Bosonen ist der Grundzustand durch §; = 0,Vi characterisiert (Bose-Einstein Kon-
densation). Fiir Fermionen mit s = 1/2 kann jeder Impulseigenzustand maximal 2-fach
besetzt sein. Der Grundzustand 148t sich daher im Impulsraum als eine Kugel (genannt
Fermi-Kugel) mit Radius |p;| < |pFr| darstellen. pr heisst Fermi-Impuls.
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20 Helium-Atom

In dieser Vorlesung behandeln wir das Helium-Atom, dass aus zwei Elektronen, die sich im
Potenzial eines 2-fach positiv geladener Kern bestehenden aus zwei Protonen, bewegen.
Der Hamilton-Operator lautet

—
Pigs 7Ze? e2

H:H1+HQ+V 5 HLQ V 5 (201)

2m [T T i — T

fiir Z = 2. Wir l6sen das Problem in 3 Schritten:
1. V =0 und kein Spin,
2. V =0 und Spin,
3. V # 0 mit Hilfe der Stérungstheorie.
Schritt 1: V' = 0, kein Spin.

Die 1-Teilchenzustédnde sind in diesem Fall die Eigenzustédnde des H-Atoms |n, [, m) mit
E, = —ZQRy. Die Eigenzustinde von H; + H, sind die Produktzusténde

n2
V) = %( [n1, 11, ma)y @ |ng, by, ma)y — N2, b, ma)y @ |0, 1y, ma), ) (20.2)
Sie erfiillen
H W) = (Hy + Hy) [V) = Epyn, [V) (20.3)
mit
Eniny = En, + Eny = —4Ry(% + =) (20.4)
1 2

Damit lautet das Energie-Spektrum:

(nbn?) Emm/Ry
(1,1) 8
(1,2) 5
(1,00) -4
(2,2) 2

Die Energie —4 Ry entspricht der Ionisationsenergie, die benotigt wird, um ein Elek-
tron vom Kern abzutrennen. Die hoheren Energieniveaus entsprechen keinen gebundenen
Zusténden, sondern sind nur als Resonanzen zu beobachten.

Schritt 2: Beriicksichtigung des Spins

Die Spinzusténde der beiden Elektronen sind die vier Produktzustédnde

D@11,
D@11,
[ @11),
11 @ 1),

, (20.5)

|S7 Sl,z>1 X |57 S2,z>2 -
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mit |) = ‘s =285, = 2> H ‘s = %,sz = —%> Sie entsprechen dem vollstéindigen
System von Operatoren. {525, .,52,5,.}. Definiert man den Gesamtspin S kann man

zu einem anderen vollstdndiges System von Operatoren bestehend aus
{§27Sz7§127§22} s mit §;: §1 +§2 (206)

iibergehen. (Analog zu {J2, J., L2, S} fiir den Gesamtdrehimuls J := L + S) Die Eigen-

zustande von (20.6) sind |s, s,, S1, S2), mit [s1 — s2| < s < s1 + S9, also fiir s; = 59 = %

gilt s = 0, 1. Sie erfiillen:
52 ‘878,27 S1, 82> = hZS(S + 1) ‘87 Sz, S1, 82> )

gz ‘SWSZ? S1, 82> - hsz |S7SZ7 S1, 82> )

B (20.7)
S\ s, 52,81, 82) = R*s1(s1 4+ 1) s, 55, 51, 82)
5?22 |5, 52,81, 82) = hsa(s + 1) |5, 52, 51, 89)
In den Ubungen zeigen wir
s=05.=0s1=5.5=5=z(Nell)- el ,
s=1s.=0s1=35n=5=pm(helh+Ihe), (20.8)
s=1s.=1s=3ss=0=Na|),
s=1s.=-Lsi=3s=3)=|)x]l) .

Wir sehen, dass der Singulett Zustand ‘s =0,s5,=0,8 = %, S9 = %> antisymmetrisch ist,
wéahrend der Triplett Zustand ‘s =1,8,,8 = %, S9 = %> symmetrisch ist. Daraus resultie-
ren zwei verschiedene Formen des Heliums. Fiir das Parahelium ist die Ortswellenfunktion

symmetrisch und der Spinzustand antisymmetrisch

. (20.9)

U para) = % (In1, li,ma) ® ng, la, ma) + |ng, la, ma) & |na, by, ma)) 1595

Fiir das Orthohelium ist die Ortswellenfunktion antisymmetrisch und der Spinzustand
symmetrisch.

’\Ilortho> = % (’77/1, 11,m1> ® |n2,l2,m2> - |n2,l2,m2) ® |n1, l1,m1>) ® }17 Sz, %>%

(20.10)

Auf Grund des Pauliprinzips gehort der Grundzustand mit nq; = 1 = ny zum Parahelium
und ist nicht entartet. Der 1. angeregte Zustand mit n, = 1, ny = 2 ist fiir das Parahelium
4-fach entartet (3°,_,(20 + 1) = 4), fiir das Orthohelium 12-fach (37,_o (20 +1)(2s + 1) =
12).

3. Schritt: V' # 0, aber klein.

Mit Hilfe der Storungstheorie berechnen wir in 1. Ordung die Energiekorrektur zum
Grundzustand. Es gilt

B}, = (1,0,0](1,0,0](0,0] V| |1,0,0) |1,0,0) |0, 0)
= /d3 /d3 W 100(Z1) ][ W100(72) |2 (20.11)

|T) — o
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(20.12)

Mit (Ubungen)
1 Z 3/2 Zr h
Vigg = RigYio=—= | — e = —
100 10¥10 = (a) € 2, @= e?
folgt
1 ENTACH 2 22N
El =% (%) dririe a dmrQ dQy | dQy——— (20.13)
0 0 |71 — $2‘
Mit Hilfe der Relation
1 47 ’I“l<
T —Y, (6101)Yim (0 20.14
|7, — 7| ZZH—l z+1 1m (01901) Yim (02¢02) ( )
folgt
4 2
/dQl/ng 1 () (20.15)
71— s
Eingesetzt in (20.13) folgt
El, = 166 (Z)6/ drlrfeﬂfrl </ dm%ei?fr2 +/ dT2T26725T2) . (20.16)
0 7’2:0 r2="1
Diese Integrale lassen sich elementar integrieren mit dem Ergebnis
EL —. . —32Z2°%25R
N 8¢ a Y (20.17)
E), + E}, = -8R, +2,5Ry = —5,5Ry .
Der experimentelle Wert liegt bei E}, = —5,8Ry
Fiir die Energiekorrektur der 1. angeregten Zustande gilt
Ey=(UV[T), mit [T)=J5(|n,l,m)[1,0,0)£[1,0,0)|n,1,m)) |s,s2,3.3) -
(20.18)
wobei fiir das “4+” s = 0 und fiir das “—” s = 1 gilt. Daraus resultieren zwei Terme
Bl = Ju+ Ky (20.19)
mit
@)+ Vo ) Wi @)
(20.20)

W100(T1)[*|Wnim
|71 — @
z \Ilnlm(_’ )\Ijnlm(fl)\PIOO(f2) >0 .

l — /d3 /d3 \IJTOO
|1 — T
(J ist manifest positiv, K > 0 ergibt sich durch explizite Berechnung). Damit kann man

die 4-fache Aufspaltung des 1. angeregeten Niveaus erkldaren
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21 Heisenberg- und Dirac-Bild

21.1 Heisenberg-Bild

Bisher haben wir zeitabhéngige Zusténde |¥(t)) betrachtet, die die Schrodinger-Gleichung
erfiillen, d.h.
iho, |V (t)) = H|W(t)) . (21.1)

Es ist aber manchmal giinstig zu einer Basis iiberzugehen, in der die Zustédnde zeitun-
abhéngig sind. Diese Basis nennt man das Heisenberg-Bild.

Wir betrachten dazu die unitdre Transformation
[W(t)) — [W'(t) =U(t)[®(1)) ,

(21.2)
H— H =U®H®U (),

mit UUT = UTU = 1, d.h. U ist ein unitiirer Operator. (Wir wihlen eine unitiire Trans-
formation damit (W'|U’) = (¥|¥) gilt.) Damit folgt

(V'|H'|Y) = (V|UTUHU'U V) = (U|H|P) | (21.3)

d.h. die Erwartungswerte von H sind invariant unter der Transformation (21.2).

Das Heisenberg-Bild ist definiert durch die Vorschrift, mit Hilfe von (21.2) eine Basis zu
wihlen, in der die Zusténde |¥') zeitunabhéngig sind, also J;|¥’) = 0. Diese Basis wird
mit |¥y) bezeichnet.

Die bisher betrachtete Basis von zeitabhéngigen Zustédnden heisst Schrodinger-Bild und
aus (21.2) folgt

Ws(t) = U)W}, Hs = U HyU () (21.4)
Aus (21.1) folgt damit

iho, V() = ih (U (1)) Vi) = HsU| W)

h—— = HsU" .
= 1 ot sU

Die Losung dieser DGL fiir zeitunabhéingige Hg lautet UT = c-e~ w15t Definiert man noch
einen beliebigen aber festen Zeitpunkt to an dem S.-Bild und H.-Bild {ibereinstimmen
sollen, d.h. U(t = to) = 1, so folgt schliefllich

Ut(t, tg) = e~ #Hslt=to) (21.6)

Aus (21.2) folgt dann _
W) = entlsE10 g ) (21.7)

Man definiert nun allgemein Operatoren Oy im Heisenberg-Bild (fiir o = 0) durch

On(t) = U()OgU' (1) = entlstOg e nHst | (21.8)
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wobei wir mit Og die Operatoren im S.-Bild bezeichnen. Wegen [Hg, U] = [Hs, U'] = 0,
gilt fiir den Hamiltonoperator

Hy =UHsU' =UU'Hg = Hg = H , (21.9)

d.h. H ist identisch in beiden Bildern.
Aus (21.6) folgt

av _; i v’ i i
Differenziert man (21.8) ergibt sich
dOy  dU ; dUt dOs 4
ek %OSU + UOSW + UWU
105 (21.11)

LHUOgU' —UOsU" H) + U—=U" ,
O O dt
H H

wobei im 2. Schritt (21.10) benutzt wurde. Mit der Abkiirzung 83—;’ =U ddo—tsU I folgt
schliefSlich Heisenbergs Bewegungsgleichung

©On_ s 17 0,4 291 (21.12)

Diese DGL ist das Analogon der SG im H.-Bild.

Wir fassen zusammen: Im S.-Bild sind die Zusténde |Ug(t)) zeitabhéngig und sie erfiillen
die SG. (21.1); die Operatoren Og sind zeitunabhéngig. Im H.-Bild sind die Zusténde |V )
zeitunabhingig aber die Operatoren Oy sind zeitabhéngig und erfiillen die HG. (21.12).

Erhaltungssétze lassen sich im H.-Bild vorteilhaft diskutieren.

o U — 0 gilt falls 22 = 0.

Aus der Invarianz unter Zeittranslationen folgt die Erhaltung der Energie.
o T =0 falls [H,jy] = 0,%% =0.

Aus der Translationsinvarianz des Ortes folgt die Erhaltung des Impulses.
o Lu — 0 falls [H, Ly] = 0,4 = 0.

Aus der Invarianz unter Rotationen folgt die Erhaltung des Drehimpulses.

21.2 Dirac-Bild (Wechselwirkungs-Bild)

Bisher haben wir zeitunabhéngige Hamilton-Operatoren betrachtet. In Anwendung der
Atomphysik gilt aber oft H = H(t). In diesem Fall spaltet man den zeitabhéingigen Teil
ab und behandelt ihn als Stéroperator Hy(¢). Man hat also

H = Hy+ H(t), (21.13)
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wobei H zeitunabhéngig ist.

Das Dirac-Bild (Wechselwirkungs-Bild) ist definiert durch (der Index I steht fiir " Inter-
action”)
(W (1)) = U(t)|¥s) , O:(t) =UOgUT , (21.14)

mit U = ex!_ Daher gilt nun [U, H] # 0. Aus dieser Definition folgt

. L oU 8\\115)
ho| V) = ih—|Vg) + ih 21.15
O} = ih | Ws) + i (21.15)
Wir benutzen O,U = £ HoU und (21.1) und erhalten
iho| V1) = —Ho|W;) + UH|Vs) = —Ho|¥,) + UHUU| V) : )
21.16
= —Hy|V;) + U(Hy + H)U' ;) = UH,UT|;) .
Man definiert H; := UH,U" und erhilt die DG fiir |¥;)
iho |V ) = Hy|¥y) . (21.17)
Fiir die Operatoren O; folgt aus (21.14)
dOI dU Ut dOg : dOg
= —0sU'+UO +U—2U" = L{(HyUOsU' —UOsU" Hy) + U—2U'
At ot o TV a(HoU0sU, ~ UOsU Ho) + U5,
Or Or
007
h[Ho, O1] + T
(21.18)
wobei U dg—tSU f.= % definiert wurde. Im D.-Bild sind also Zustédnde und Operatoren

zeitabhéngig. Die Zusténde erfiillen eine SG (21.17) mit H; als Hamiltonoperator, die
Operatoren erfiillen eine Heisenberg-Gleichung (21.18) mit H, als Hamiltonoperator.
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22 Zeitabhingige Storungstheorie

Der Ausgangspunkt ist ein Hamiltonoperator der Form
H = Hy+ Hy(t) . (22.1)
Wir machen folgende zusétzliche Annahmen:
e Fiir Hj sind Eigenzustinde und Eigenwerte bekannt,
e H(t) ist “kleine” Stérung von Hy,

o Fiir Hy(t) gilt:

o0 t <t
H, —{ Ht) t>ty (22.2)
Im Schrodinger-Bild gilt damit
iho,|Wo(t)) = Ho|Wo(t)) , ihd|Ws(t)) = (Ho + Hy)|Ws(t)) . (22.3)

Die Idee ist H; durch Ubergang ins Dirac-Bild abzuseparieren und dann iterativ eine
Losung fiir kleine H; zu finden. Dazu definieren wir

U)):=U¥g), mit U =er™ ) . (22.4)
Aus (21.17) folgt dann
iho,|Vr) = H|W;) ,  mit  Hy=U@)H (U (L) . (22.5)

Diese Gleichung kann in eine Integralgleichung umgewandelt werden

1 t

Ur) = (Wit = to) + o [ ACHO|EE) (22.6)
to

Iteratives Einsetzen liefert

nmm=wmm+ijﬁwm%wmm+%/dmwmmwm

ih Jy, o

|~

:mww.[wwmwm

~
=t

o

1

! / g " / " (22'7)
@WAﬁAﬁWWWW%W>

+

1 t t ¢
(Zh)g / dt// dt/// dt///‘/](t/)%(t//)%(t///)|qj](t0)>
to to to

+
+
Fiir H; “klein” kann man diese Reihenentwicklung abbrechen.
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Wir wollen uns jetzt auf den Fall konzentrieren, dass sich fiir ¢ < ¢y das System in einem
Eigenzustand von H, befindet, d.h.

Img(t)) = e #Pntim,) . mit  Holm,) = E° |m,) . (22.8)

Fiir t > t, folgt aus (22.7)

01(0)) = o)) + = / Vit mi(to) + . (22.9)
Ims) ’

Wir berechnen jetzt die Wahrscheinlichkeit P das System zur Zeit t > t; in einem Ei-
genzustand A A
[ns(t)) = e 7 |n(to)) = e~ 7 n(t)) (22.10)

von Hy zu finden. Wir betrachten zunéchst den Fall n # m, so dass P durch

P = [{ns(O)|s(0)) |” = |(ns(to)] ex=)1Ws(0)) 2 = [{ns(to) W1 (1))* (22.11)

=W (8))

gegeben ist. Setzt man (22.9) ein so folgt

2

2 1 rt
pP= ("S(to)\‘l’f(t»‘ = ("S(to)\ms(to)>+7i/ dt’ (ns(to) [ Hr(t')|ms(to)) + - . .
N ;,O ) to
1 ! / % Hot N —LHot 2
=7 dt' (ngler " Hy(t)e n"%mg) + ...
to
1 ! 1 —L(EO—E9 )t / 2
o E dt e R\ Fn=5m <7L5‘H1(t)|mg>+
to

(22.12)
Damit ist die Wahrscheinlichkeit das System zur Zeit t im Zustand |n) zu finden, wenn
das System zum Zeitpunkt ¢t = ¢, im Zustand |m) war

1 [t } 2 EO _ RO
P=P,,= 'ﬁ/ dt'e“mt (n|H(t')|m)| mit Wy, = ————2 . (22.13)

to

Wegen n # 0 nennt man P,,, auch Ubergangswahrscheinlichkeit. Die Wahrscheinlichkeit
das System zur Zeit t im Zustand |m) zu finden heisst Verweilwahrscheinlichkeit und ist
gegeben durch

Pp=1-) Pun. (22.14)

n#m

Als Beispiel wollen wir nun den Spezialfall einer konstanten Stérung, die zum Zeitpunkt
t =ty eingeschaltet wird betrachten. In diesem Fall gilt

H(t) = Vo Ot — ty) , (22.15)

wobei V) konstant ist. Eingesetzt in (22.13) folgt

¢
(/ dt'eiw"’”t) (n|Vo|m)
to

2 2

(n|Volm)| . (22.16)

6iwnmt -1

1

h? h?

Whm,

84



Benutzt man noch die Identitét: | — 1|° = 4 sin? 7 erhilt man

1 /sin @amt\
P”m:ﬁ( — ) [(n|Volm)|* . (22.17)
2

Zur weiteren Betrachtung untersuchen wir die Funktionenfolge

5i() == S?;it { i f Zig (22.18)
Im Grenzwert ¢t — oo ist §;(«) die Delta-Funktion
tlgélo d(a) = d(a) . (22.19)
Fiir ¢ groB gilt daher
Pam — 20 (232 [(n|Vo|m)[* = 22 6(E, — Ey) [{n[Volm) [ . (22.20)

Diese Formel heisst auch Fermi’s Goldene Regel. Man definiert die Ubergangsrate I'y,,
als

P

an =
t

= 2 §(E, — Ey) |[(n|Volm)|* . (22.21)

Fiir ein kontinuierliches Energiespektrum betrachtet man Zusténde mit einer Zustands-
dichte p(E,) im Interval dE,,. Dabei gibt p(E,)dE, die Anzahl der Zusténde im Interval
|Ey, E, 4+ dE,] an. In diesem Fall gilt

Ty m / AEup(E)Tom = 2= p(En) | (n]Volm) [ | (22.22)
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