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Kapitel 1

Einleitung

Das Bestreben der theoretischen Physik ist es, die bekannten Naturkréafte zu vereinigen.
Die Gravitation spielt dabei eine besondere Rolle, denn anders als die restlichen Krifte,
wird sie als die Geometrie der physikalischen Raumzeit selbst interpretiert, und eine Ver-
einigung mit den anderen Kréften ist bisher nicht gegliickt. Ebenfalls ist es nicht gelungen
eine Quantentheorie der Gravitation zu entwickeln, was nicht zuletzt an der Schwéche der
Wechselwirkung und dem daraus resultierenden Mangel an Hochprézisionsmessungen liegt.
Fiir die Losung letzteren Problems, der Beschreibung einer Quantengravitation, existieren
zwei vielversprechende Losungsansétze: Die ,,Loop Quantum Gravity* und die ,,Super-
stringtheorie®. Allerdings beschéftigt sich nur die Stringtheorie mit der Vereinigung aller
Krifte. Eigenschaften und Konzepte der Stringtheorie werden in dieser Arbeit nicht be-
handelt. Sie werden beispielsweise in [6] und [13] erklért. Hier sei nur soviel gesagt, dass
Teilchen durch ausgedehnte eindimensionale Objekte beschrieben werden.

Um die Konzepte der Stringtheorie zu iiberpriifen, die vermutlich erst bei sehr grofien
Energien eine Rolle spielt, bietet es sich an nach dem Bohrschen Korrespondenzprinzip
eine Moglichkeit zu suchen, in der sich die beobachtete vierdimensionale Niederenergie-
Raumzeit M3 als Grenzwert erhalten ldsst. Dazu kann zunéchst die eindimensionale
Struktur der Strings ausintegriert werden. Das Ergebnis ist eine zehndimensionale Super-
gravitationstheorie. In dieser Arbeit wird der Niederenergie-Limes der Typ ITA Stringtheo-
rie, die Typ ITA Supergravitation behandelt.

Um aus einer zehndimensionalen Theorie eine vierdimensionale Theorie zu erhalten,
sind weitere Schritte notwendig: Da die zusétzlichen Dimensionen in der beobachteten
Niederenergie-Raumzeit nicht auftreten wird angenommen, dass die zusétzlichen Dimen-
sionen zu einer kompakten Mannigfaltigkeit Mg gehoren. Die zehndimensionale Raumzeit
M g lésst sich dann als Produkt der beobachteten Niederenergie-Raumzeit M; 3 mit der
kompakten Mannigfaltigkeit Mg schreiben, also M; g = My 3 X M.

Um aus vierdimensionaler Sicht eine N = 2 Theorie zu erhalten, muss die kompakte
Mannigfaltigkeit Mg weiteren Einschrénkungen unterliegen. Es ist bereits bekannt, dass
die Beschrankung von Mg auf Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeiten vierdimensionale N = 2
Theorien liefert. Calabi-Yau-3-Mannigfaltigkeiten sind Mannigfaltigkeiten, deren Holono-
miegruppe der SU(3) entspricht. In [5] wurde bewiesen, dass es ausreichend ist, eine SU(3)
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Struktur fiir die kompakte Mannigfaltigkeit Mg zu fordern. Sie erlaubt die Existenz nir-
gends verschwindender, global definierter Spinoren, die die N = 2 Struktur in vier Di-
mensionen beschreiben. Diese Mannigfaltigkeiten sind eine Verallgemeinerung von Calabi-
Yau-3-Mannigfaltigkeiten. Zum Vergleich mit den bisher bekannten Ergebnissen fiir vier-
dimensionale N = 2 Supergravitation miissen die entsprechenden Verallgemeinerungen
hergeleitet werden, was die Zielsetzung dieser Arbeit ist.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Zerlegung der Felder des masselosen, bosonischen
Multipletts der Typ ITA Supergravitation und ergénzt die in [5] gefundenen Ergebnisse fiir
den Neveu-Schwarz-Sektor mit Ergebnissen fiir den Ramond-Sektor. Dazu wird die aus [13]
entnommene Typ ITA Wirkung, die auf der Mannigfaltigkeit M, g definiert ist, unter der
Zerlegung M g = M, 3 X Mg betrachtet. Die kompakte Mannigfaltigkeit Mg trégt dabei
eine SU(3) Struktur. Unter dieser Zerlegung werden die masselosen Felder der Mannigfal-
tigkeit M, 9, die als irreduzible Darstellungen der zehndimensionalen Lorentz-Gruppe in
der Lichtkegeleichung, der SO(8), transformieren bei der Zerlegung der Mannigfaltigkeit
M g in irreduzible Darstellungen der Symmetriegruppen der Mannigfaltigkeiten M 3 und
Mg zerlegt. Da die kompakte Mannigfaltigkeit eine SU(3) Struktur tragt, transformieren
auch die Felder nach dieser Zerlegung als irreduzible SU(3) Darstellungen mit bestimmter
Helizitat.

Die durch die Zerlegung entstehenden Felder werden aus vierdimensionaler Sicht in Mul-
tipletts der vierdimensionalen N = 2 Supergravitation angeordnet. Die Triplets der SU(3)
werden [5] folgend herausprojiziert, um eine N = 2 Supergravitation ohne Gravitino-
Multiplett zu erhalten. Aus den {ibrigen Termen werden die Felder mit Helizitdt +1 zu-
sammengefasst und die Matrix der Eichkopplungen wird bestimmt. Das universelle Hy-
permultiplett, das aus den als Singlet unter der SU(3) transformierenden Feldern mit
Helizitéat 0 gebildet wird, wird zusammengefasst, und die Metrik der skalaren Kopplungen
wird bestimmt. Dem Beweis aus [15] folgend wird bewiesen, dass die Felder des universellen
Hypermultipletts in Ubereinstimmung mit den Bedingungen fiir vierdimensionale N = 2
Supergravitation eine quaternionische Kéahlermannigfaltigkeit bilden.

In dieser Arbeit findet keine Kompaktifizierung statt. Das heif3t, dass das Volumen der
Mannigfaltigkeit Mg nicht ausintegriert wird und daher alle auftretenden Felder noch von
allen zehn Koordinaten abhéngig sind. Des weiteren findet keine Entwicklung der Formen
in harmonischen Formen der kompakten Mannigfaltigkeit Mg statt, wie es beispielsweise
in Kaluza-Klein-Kompaktifizierung der Fall ist.

eln Kapitel 2 werden aus der Literatur bekannte, fiir diese Arbeit relevante
Grundlagen zusammengefasst. Zunéchst wird auf masselose N = 2 Supergra-
vitation in D = 4 eingegangen. Davon ausgehend werden einige allgemeine
Bemerkungen zur Algebra in beliebigen geradzahligen Raumzeit-Dimensionen
gemacht. Die Ergebnisse werden verwendet, um die Supersymmetrie-Algebra
in D = 10 zu untersuchen. Schlielich wird das Multiplett der Typ IIA Super-
gravitation konstruiert.



Das Multiplett wird iiber maximale Darstellungen der SO(8), d.h. iber SU(4),
in SU(3) Darstellungen zerlegt. Die resultierenden Darstellungen werden den
vierdimensionalen N = 2 Multipletts zugeordnet und die SU (3) Triplets werden
herausprojiziert.

eIm Kapitel 3 werden die mathematischen Methoden zur Zerlegung von Ter-
men der Wirkung der Typ IIA Supergravitation unter der Zerlegung SO(8) D
U(1l) x SU(4) D U(1) x SU(3) besprochen. Die Methoden werden auf die aus
[13] entnommene Wirkung der Typ ITA Supergravitation angewendet und die
tensorzerlegte Wirkung wird angegeben. Die Terme der Wirkung werden ihren
Helizitéten entsprechend zusammengefasst und die als SU(3) Triplets transfor-
mierenden Felder der Typ ITA Wirkung werden aus dem Spektrum entfernt. Die
Matrix der Eichkopplungen fiir die Felder mit Helizitat +1 wird bestimmt und
angegeben. Das universelle Hypermultiplett wird identifiziert und die Metrik
der skalaren Kopplungen wird bestimmt. Dabei wird die Wirkung des univer-
sellen Hypermultipletts in einer Form geschrieben, in der sich der Beweis, dass
die Felder die fast quaternionische Struktur einer quaternionischen Kéhlerman-
nigfaltigkeit bilden, analog zu dem in [15] gegebenen Beweis fithren ldsst. Der
Vollstéandigkeit halber wird dieser Beweis hier noch einmal durchgefiihrt.

eln Kapitel 4 werden die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und disku-
tiert.

eln Anhang A befinden sich erginzende Rechnungen zu Kapitel 2.

eln Anhang B befindet sich neben einer kurzen Einfithrung {iber quaternioni-
sche Kéhlermannigfaltigkeiten der Beweis, dass die Felder des universellen Hy-
permultipletts die fast quaternionische Struktur einer quaternionischen Kéhler-
mannigfaltigkeit bilden.

eIn Anhang C befindet sich eine kurze Einfiihrung in die Gruppentheorie, einige
gruppentheoretische Aspekte des Typ IIA Multipletts, sowie die Behandlung
relevanter Symmetriegruppen.



Kapitel 2

Zugrundeliegende Konzepte

Da der Fokus dieser Arbeit die Untersuchung der vierdimensionalen N = 2 Strukturen
einer zehndimensionalen N = 2 Supergravitationstheorie ist, wird zunéchst N = 2 Super-
symmetrie in vier Dimensionen behandelt. Die Vorgehensweise richtet sich dabei nach [17].
Zunéchst werden einige allgemeine Vorbemerkungen zum Prinzip der Supersymmetrie im
Allgemeinen gemacht.

Supersymmetrie bezeichnet die Symmetrie zwischen Bosonen und Fermionen und ist da-
mit eine Symmetrie von Teilchen mit ganzzahligem und halbzahligem Spin. Die Teilchen
sind Vektoren |Boson), bezichungsweise |Fermion) in einem Vektorraum, dem Zustands-
raum. Das Vorhandensein einer Symmetrie zwischen diesen Teilchensorten bedeutet die
Existenz von Symmetrieoperatoren (), die auf den Zustandsraum in folgender Weise wir-
ken:

Q) |Boson) = |Fermion), bzw. @ |Fermion) = |Boson). (2.1)

Die Operatoren () werden auch Superladungen genannt.

Die Gleichung (2.1) fordert fiir jedes Teilchen ein supersymmetrisches Partnerteilchen.
Das Auffinden eines Partnerteilchens der bisher bekannten Teilchen wiirde die Supersym-
metrie bestédtigen. Diese Entdeckung steht zum heutigen Zeitpunkt jedoch noch aus. Es
besteht allerdings Grund zur Hoffnung, dass sie in den néchsten Jahren mit Hilfe des zur
Zeit im Bau befindlichen Teilchenbeschleunigers LHC gefunden werden.

Im folgenden Abschnitt wird die Einbindung des Prinzips der Supersymmetrie in die bis
dahin bekannten physikalischen Prinzipien in vier Dimensionen besprochen.

2.1 Supersymmetrie in D =4

Dieser Abschnitt beruht auf der Standard-Literatur [17] zur Supersymmetrie in vier Di-
mensionen.
Haag, Lopuszdnski und Sohnius [7] zeigten, unter verschiedenen hier nicht néher auf-
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gefithrten Annahmen, dass die Supersymmetrie-Algebra

{QLQ)} = 20" P8,
{Qa:Qb} = {@[m@l}}zoa
Q) = [PQy =0 (2.2)

die einzig mogliche graduierte Lie-Algebra der Symmetrien der S-Matrix in Ubereinstim-
mung mit relativistischen Quantenfeldtheorien ist. Die Indizes I und J laufen von 1 bis N.
N gibt an, wie viele Superladungen existieren. Die Algebra fiir N > 1 wird N-erweiterte
Supersymmetrie-Algebra genannt. Sowohl a, b, ... als auch a, b, ... sind Spinorindizes und
laufen im vierdimensionalen Fall von 1 bis 2. Die griechischen Indizes stehen fiir Lorent-
zindizes in vier Dimensionen und laufen von 0 bis 3.

Im masselosen Fall gilt P? = 0. Mit dem Boost in ein bestimmtes lichtartiges Bezugs-
system lésst sich dadurch P, = (£,0,0, E) erreichen. Die Wahl dieses Bezugssystems wird
Lichtkegeleichung genannt. Mit den Paulimatrizen folgt fiir die erste Gleichung aus (2.2)
in dieser Eichung:

@.ah =2 ) (2.3

In der fiir diese Arbeit benutzten Konvention lauten die Paulimatrizen:

e (00) (0 0) e (), o)

Daraus folgt, dass fiir jedes I,.J = 1,..., N nur ein Supersymmetrie-Generator (und sein
konjugierter Partner) existiert, da nach Gleichung (2.3) die Hélfte der Spinorkomponenten
antikommutiert und so herausprojiziert wird.

Um die Algebra (2.3) in die Standard-Form zu bringen, werden aus den Supersymmetrie-
Generatoren Auf- und Absteigeoperatoren (af)" und af konstruiert:

r_ Lo nt._ 1 Al
a’ = NIhL (@)= 2\/EQ1' (2.5)

Nachdem die reskalierten Operatoren in (2.3) und (2.2) eingesetzt wurden, erhdlt man die
Algebra in ihrer kanonischen Form:

{a' (")} = 6",
{a',a”} = {(a")',(a”)T} = 0. (2.6)

Ebenso wie die Superladungen @Q veriindern die Auf- und Absteigeoperatoren a! und (a?)T
die Helizitdt eines Zustandes um £1/2. Der niedrigste Zustand |\) ist dadurch definiert,
dass die Absteigeoperatoren a’ ihn vernichten: a’ [\) =0 V I =1,..., N. Alle moglichen
Zusténde, die durch Wirken der Aufsteigeoperatoren aus dem Grundzustand erreichbar



10 Zugrundeliegende Konzepte

sind, heien Multiplett. Wegen der Antikommutationsrelationen (2.6) besteht ein Multi-
plett in vier Dimensionen aus 2V Zustinden.

Bei der Forderung einer maximalen Helizitdt vom Betrag 2 ldsst sich auch ein maximales
N fiir die Supersymmetrie-Algebra in vier Dimensionen angeben: Wird als Grundzustand
die niedrigst mogliche Helizitat —2 gewéhlt und jeder der N Aufsteigeoperatoren genau ein
Mal auf den Grundzustand angewendet, so ergibt sich die maximale Helizitét zu (N/2—2).
Mit (N/2 — 2)<2 folgt N < 8. Die Forderung einer Obergrenze der Helizitdt wird als
,helicity bound® bezeichnet.

Fiir N = 1 gibt es wegen der Bedingungen (2.6) zu jedem Grundzustand nur den
Grundzustand selber und einen Zustand (a!)"|)\), der durch einmaliges Wirken des Auf-
steigeoperators auf den Grundzustand entsteht. Die 22 = 4 méglichen Zustéinde zu |\) fiir
N = 2 lauten:

(@)
n @)@ .7
(@) )

In Tabelle 2.1 sind ausgehend von der Helizitdt des Grundzustandes die zugehorige Helizitét
und Anzahl der Zustdnde des Multipletts aufgelistet.

Helizitat von |\)

3
-2 —5 -1 —3 0 z 1
2 1
3
5 1 2
1 1 2 1
Hel. : 1 2 1
des 0 1 2 1
Multipl. —% 1 2 1
-1 1 2 1
3
-5 2 1
-2 1

Tabelle 2.1: D =4, N = 2 Multipletts

Dies ist im wahrsten Sinne jedoch nur die halbe Wahrheit, denn unter CPT! Konjugation

andert sich das Vorzeichen der Helizitét eines Zustandes. Das einzige, von vornherein unter

CPT Konjugation invariante, Multiplett ist demnach das des Grundzustandes !)\ = —% .

Da es als einziges Multiplett ohne seinen CPT konjugierten Partner existieren kann, wird es
auch als ,halbes* Multiplett bezeichnet. Alle anderen Multipletts miissen um ihr negatives

Pendant ergénzt werden. Dadurch entstehen vier verschiedene Typen von Multipletts. Sie

! charge parity time“
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sind in Tabelle 2.2 aufgelistet. Das Graviton-Multiplett beinhaltet entsprechend seiner Be-
zeichnung als einziges Multiplett ein Feld mit Helizitdt £2, das dem Graviton entsprechen
muss. Jede Supergravitationstheorie muss dieses Multiplett besitzen. Wird im Folgenden
nur der Betrag der Helizitdt angegeben, also Helizitét A, so bedeutet das einen Helizitéts-
gehalt von +\.

Im nachfolgenden Abschnitt erfolgt die Verallgemeinerung des vierdimensionalen Falls
auf zehn Dimensionen.

Bezeichnung Kombinierte Grundzustdande Helizitéts Inhalt
Graviton-Multiplett AN=-2)®A=1) +2,+3, +1
Gravitino-Multiplett A=-Haorx=3) +3, 41,43

Vektor-Multiplett A=—-1)®|A=0) +1,4+1,0
1Hyper-Multiplett |A=-1) +1,0

Tabelle 2.2: Auflistung konstruierbarer, CPT invarianter, D = 4, N = 2 Multipletts,
die den , helicity bound* erfiillen.

2.2 Supersymmetrie in D = 10

Dieser Abschnitt richtet sich nach [13] und [19].

Zunéchst werden einige Vorbemerkungen zu den Generatoren der Clifford-Algebra in be-
liebigen geradzahligen Dimensionen D = 2K +2, K = 0,1,2, ... gemacht, um anschlieend
die Supersymmetrie-Algebra in zehn Dimensionen zu untersuchen. Fiir die Behandlung un-
gerader Dimensionen sei auf [13] verwiesen.

Analog zur vierdimensionalen Clifford-Algebra, die durch die Paulimatrizen und die
Einheitsmatrix generiert wird, werden die D dimensionalen Generatoren I'* der D dimen-
sionalen Clifford-Algebra definiert:

{TA, TP} =29, (2.8)

Fiir die Metrik gilt n = diag(—1,41,...,+1) und die Indizes A, B, ... laufen von 0 bis
D — 1. Die Generatoren I'* erzeugen auf folgende Weise die Generatoren 47 der verall-
gemeinerten Lorentz-Gruppe SO(1,D — 1):

1
»AB = ZJFA’ 5. (2.9)

Die Gamma-Matrizen lassen sich nach [13] auch explizit rekursiv fiir beliebige Dimensionen
konstruieren. Dafiir wird mit den Gamma-Matrizen im zweidimensionalen Fall begonnen:

PO::(_Olé), Flzz(?é). (2.10)
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Die Rekursion lautet mit Hilfe der Paulimatrizen aus (2.4):

1
r’ o= Efélt®o—3, I=0,...,D-3,

1 1
r’-2 = —ieet, T2l=-———1®d% (2.11)

neu \/§ neu \/5

Es lasst sich ein Operator definieren, der mit allen anderen Operatoren vertauscht. Fr
ist die Verallgemeinerung von I's in vier Dimensionen und wird analog definiert:

Lpyy =502, TP (2.12)

Wegen der Antivertauschungsrelationen (2.8) der Gamma-Matrizen gilt ebenfalls analog
zum vierdimensionalen Fall

(Tpy1)?=1, und {I'py, T} =0, (2.13)
und weil die Gamma-Matrizen nach Gleichung (2.9) die Lorentz-Generatoren erzeugen, gilt
[Tpy1, 245 = 0. (2.14)

Die Eigenwerte von I'p;; (Chiralitét) sind wegen (2.13) £1. Damit lassen sich wegen
der verschwindenden Antikommutationsrelationen von I'py; mit den anderen Generatoren
zwei unter der Algebra invariante Unterrdume klassifizieren: Finen, in dem Zusténde den
Eigenwert +1 annehmen und einen mit Eigenwerten —1. Jeder Zustand ldsst sich einem
dieser invarianten Unterrdume zuordnen. Das fithrt dazu, dass die gesamte Darstellung
(Dirac-Darstellung) aus zwei indquivalenten Darstellungen (Weyl-Darstellungen) gebildet
wird.

Fiir die Darstellungen lassen sich von der Dimension abhéngig weitere Einschrénkungen
finden: Es gilt in der Basis (2.11), dass I'*,T'®, ..., T'P~! rein komplex und die restlichen I'
rein reell sind. In dieser Basis lasst sich die komplexe Konjugation der Matrizen explizit
konstruieren. Dazu werden zwei Abbildungen definiert:

By :=T°T%. .. T”"' und By :=Tp.Bi. (2.15)

Mit diesen Abbildungen lidsst sich die komplexe Konjugation vermoge der Antivertau-
schungsrelationen (2.8) durch

BBt = (-1)KT4,  B,IB;' = —(—1)KTA4,
und Bl/QFD_HBl_/lQ = (—1)KFD+1 (216)
schreiben. Das bedeutet, dass die komplexe Konjugation fiir ungerade K eine Chira-

litdtsinderung zur Folge hat, dass also die Weyl-Darstellungen komplex konjugiert zu-
einander sind. Fiir gerade K sind sie selbstkonjugiert.
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Nun soll untersucht werden, fiir welche Dimensionen sich Majorana-Bedingungen reali-
sieren lassen. Es gibt wegen Lorentzinvarianz nach [13] nur zwei formulierbare Majorana-

Bedingungen fiir einen Spinor |[¢): [¢0) = By [¢) und |[¢) = By |9)), woraus durch kom-
plexe Konjugation und erneutes Einsetzten der Gleichung [¢)) = By/2Bi2|¢) folgt und

so schlieBlich By By = (—1)KE+D/21 L 1 oder BBy = (—1)K(E=D/2] £ 1. Dies sind
die Bedingungen, die K erfiillen muss, damit eine Majorana Bedingung erfiillt ist. Die
erhaltenen Bedingungen fiir die Realisierung der Supersymmetrie-Algebra sind in Tabelle
2.3 aufgelistet. Die Tabelle wurde der Vollstandigkeit halber mit hier nicht hergeleiteten
Ergebnissen aus [13] fiir ungerade Dimensionen ergénzt.

Nun lédsst sich mit der Forderung einer maximalen Helizitdt von 2 auch eine maxi-
male Dimension fiir eine supersymmetrische Theorie angeben: Das maximale N in vier
Dimensionen betrug 8. Nach Tabelle 2.3 gibt es 8 - 4 = 32 reelle Superladungen. Der Ver-
gleich ebenfalls mit Tabelle 2.3 zeigt, dass fiir NV =1 in 11 Dimensionen gerade 32 reelle
Superladungen existieren und fiir D = 12 64. Die maximale Dimension einer supersym-
metrischen Theorie betrigt demnach 11. Ebenfalls lédsst sich aus der Tabelle entnehmen,
dass fiir D = 10 N maximal 2 sein kann. Die maximale Anzahl an Komponenten, die ein
Spinor besitzen kann betriagt 2°/2, wie man an den rekursiv definierten Gamma-Matrizen
(2.11) erkennt, die nach jedem Rekursionsschritt die Dimension des Spinors verdoppeln.
Die Kombination zweier Weyl-Darstellungen fiihrt zu einer Verdopplung der Komponenten,
und jede sk und Majorana Bedingung, die nach Tabelle 2.3 erfiillt werden muss, halbiert
die Komponenten des Spinors. Im D = 10 Fall sind zwei Bedingungen zu erfiillen, demnach
ist die Dimension dim(Q) = 25721 = 21 = 16. Die Ergebnisse fiir Dimensionen bis D = 12

sind in Tabelle 2.3 angegeben.

D Majorana Weyl Majorana-Weyl dim(Q)
2 Ja sk Ja 1
3 Ja 2
4 Ja kk 4
5} 8
6 sk 8
7 16
8 Ja kk 16
9 Ja 16
10 Ja sk Ja 16
11 Ja 32
12 Ja kk 64

Tabelle 2.3: Verschiedene Bedingungen fiir supersymmetrische Darstellungen in ver-
schiedenen Dimensionen. Die Abkiirzungen sk, bzw. kk stehen fiir selbst-konjugiert,
bzw. komplex-konjugiert. Bei der Angabe von dim((Q)) werden reelle Superladungen
betrachtet.
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Nun soll das Multiplett der zehndimensionalen Supersymmetrie-Algebra bestimmt wer-
den. Die Algebra (2.2) lautet fiir die zehndimensionale N = 2 Theorie [13]:

(QLQ)y = —2P (1Y), 6",
(QLQ]} = {Q.,.Q}y =0,
P4, Qll = [Pa.Q,) =0. (2.17)

Die kleinen lateinischen Indizes bezeichnen wieder die Spinorindizes. Sie laufen von 1 bis
8, wie ein Vergleich mit Tabelle 2.3 zeigt. Die groen lateinischen Indizes vom Anfang des
Alphabets bezeichnen zehndimensionale Lorentzindizes, die von 0 bis 9 laufen und I, .J
durchlaufen die Superladungen von 1 bis 2.

In der Lichtkegeleichung mit P? = 0 liisst sich Py = (E, E,0, ..., 0) wihlen. Hier erweist
sich die in (2.11) definierte spezielle Form der Gamma-Matrizen als sinnvoll, denn fiir T
und I' gilt:

o ( ol ) 2 (@50, = ( v ) © (@50?), (2.18)

wobei ®* fiir ein K-faches Tensorprodukt der Matrizen steht. Fiir die erste Gleichung der
Algebra (2.17) folgt damit in der gewéhlten Lichtkegeleichung;:

(fen@}) = -2k (( Y ) ® (®"0%) + ( - ) ® (®KU3)) 517

= —2E< 8 3 ) ® (@%a*)§!, (2.19)
womit bewiesen wurde, dass im masselosen Fall die Halfte des Spinorraumes herauspro-
jiziert wird, wie es bereits in Gleichung (2.3) fiir vier Dimensionen der Fall war. Dies ist
damit die Algebra acht fermionischer Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren.

Die SO(8) ist die verallgemeinerte Lorentz-Gruppe fiir masselose Teilchen in der Licht-
kegeleichung unter der die Superladungen als Summe irreduzibler Darstellungen transfor-
mieren, da sie Spinorindizes tragen.? Sie besitzt einen Rang von vier, daher trigt jeder Zu-
standsvektor vier Quantenzahlen, im Gegensatz zur U(1), deren Zusténde nur eine Quan-
tenzahl besitzen. Die zehndimensionale Helizitét ist somit ein vierdimensionaler Vektor.
Deswegen ist es nicht mehr so einfach wie im vierdimensionalen Fall den Grundzustand zu
einem Multiplett zu bestimmen, der durch das Wirken der acht Aufsteiger das Multiplett
definiert. Aus diesem Grund wird die explizite Konstruktion des Multipletts in Anhang
C.7 nach einigen Vorbemerkungen zur Gruppentheorie durchgefiithrt. Das dort erhaltene
Ergebnis fiir das Multiplett der Typ ITA Supergravitation lautet:

(148, +28+35,+56,)5 + (8; + 8.+ 565+ 56,)r. (2.20)

2Die SO(D — 2) ist die masselose Lorentz-Gruppen in beliebigen Dimensionen D, sie wird auch als
,kleine* Gruppe bezeichnet. Sie ist die Gruppe, die alle nach der Eichung {ibrig bleibenden Komponenten
rotiert, also die Gruppe rdumlicher Rotationen, die den Impuls invariant lésst.



2.2. Supersymmetrie in D = 10 15

Die irreduziblen SO(8) Darstellungen werden als Tensorfelder der Mannigfaltigkeit M o
realisiert. Um die Felder identifizieren zu koénnen, sei noch einmal daran erinnert, dass es
sich um masselose Darstellungen handelt. Bei diesen Feldern fehlen in der Lichtkegeleichung
zwei Polarisationsfreiheitsgrade. Im Vergleich traten in vier Dimensionen nur zwei mogliche
Polarisierungen fiir masselose Teilchen auf.

Die Metrik G AB, die dem Graviton entspricht, hat als symmetrischer, spurfester Ten-
sor zweiter Stufe in der Lichtkegeleichung in zehn Dimensionen 35 Freiheitsgrade und
transformiert daher unter der bosonischen 35 dimensionalen Darstellung 35,. Die anti-
symmetrischen Tensorfelder der Stufe p besitzen die Basis dz' A ... A dz??, die aus dem
p-fachen antisymmetrischen Tensorprodukt A = ®gntisym. des Tangentialraumes T'M o
gebildet wird, sie werden auch p-Formen genannt. Der aufgespannte Raum wird durch
APT M, 9 bezeichnet. Man beachte, dass der Tangentialraum nicht mehr zehn, sondern
fiir masselose Felder noch achtdimensional ist. Die Basis der p-Formen besitzt demnach
(2) Basisvektoren. Ein Tensorfeld der Stufe p Fp lasst sich in dieser Basis folgendermaflen
schreiben:

~ 1 -~
= =Fa, adz™ AL A dafr (2.21)

p!

Die FAl... 4, sind die Entwicklungskoeffizienten in der Tensorbasis. Sie werden Tensorkoeffi-
zienten genannt. Fiir die Dimension der Rdume (die Anzahl der Basisvektoren), auf denen
die Formen definiert sind gilt:

2 3

Stufe der Form: 0 1
1 & 28 56°

dim(APT M) : (2.22)

Aus dem Vergleich von (2.20) mit (2.22) erhélt man die Tensorfelder des bosonischen,
masselosen Teils der Wirkung der Typ IIA Supergravitation. Die Bezeichnungen der anti-
symmetrischen Tensorfelder, die unter den entsprechenden Darstellungen (2.20) transfor-
mieren, sind in Tabelle 2.4 aufgelistet. Der Hut der Formen und der Tensorkoeffizienten
bedeutet, dass es sich um eine Form handelt, die durch die antisymmetrischen Tensorpro-
dukte des Tangentialraumes von M, g definiert ist. Die Stufe der Form ist sowohl durch
den Index, als auch durch den Buchstaben gegeben (fl ist eine 1-Form, B eine 2-Form und
C eine 3-Form).

Im nachfolgenden Abschnitt werden die hier zugeordneten SO(8) Darstellungen in die
Helizitatsgruppe U(1) in vier Dimensionen und die Symmetriegruppe SO(6) der kompakten
Mannigfaltigkeit Mg zerlegt.?

3Die SO(6) ist die maximale Untergruppe der SO(8), das bedeutet, dass keine gréfiere Gruppe existiert,
in die die SO(8) zerlegt werden konnte.
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Stufe Bezeichnung der Form Tensorkoeffizient SO(8) Darstellung

A ~

0 d d 1
1 A, Al 8,
2 By Bug 28
3 Cs Canc 56,

Tabelle 2.4: Angabe von Stufe, Bezeichnung und SO(8) Darstellung bei Typ IIA
Supergravitation relevanter Tensorfelder. Das skalare Feld & wird Dilaton genannt.

2.3 Zerlegung der Mannigfaltigkeit Mg in M3 x Mg

Die Zerlegung der Mannigfaltigkeit M; ¢ in M 3 x Mg erfolgt durch eine Zerlegung des
Tangentialraumes 7'M g in T'M; 3 T M. Es wird vorausgesetzt, dass Mg eine kompakte
Mannigfaltigkeit ist und M, 3 die physikalische Raumzeit-Mannigfaltigkeit. Die Felder sind
aus M 3 Sicht immer noch masselos, daher treten in M; 3 nur zwei Polarisationszusténde
auf, und die zu betrachtende Helizitéitsgruppe ist die U(1). Die Symmetriegruppe SO(8)
zerfallt somit in einen U(1) Teil fur M, 3 (Helizitdtsgruppe in D=4) und einen SO(6) ~
SU(4) Anteil fiir M.

Nun werden die irreduziblen SO(8) Darstellungen, die die Typ IIA Multipletts bilden
in irreduzible Darstellungen der Untergruppen zerlegt.

2.3.1 Zerlegung von SO(8) in U(1) x SU(4)
Die Zerlegung
SO(8) > SU(4) x U(1) (2.23)

wird nun fiir jede Darstellung aus Tabelle 2.4 durchgefiihrt. Dies geht zum einen, indem
gruppentheoretische Methoden aus Anhang C oder beispielsweise [8, 14] verwendet werden.
Zum anderen lisst sich der Tangentialraum, wie oben beschrieben direkt zerlegen, und die
Formen lassen sich dann wieder aus den antisymmetrischen Tensorprodukten der zerlegten
Tangentialraumvektoren konstruieren. Dies soll nun durchgefiihrt werden. Die Basis des
Tangentialraumes zerfallt in

o
dxA_(ii“)’ M:07"‘737 CL:1,...,6. (224)

Fiir ein Vektorfeld A4 in zehn Dimensionen folgt nach der Zerlegung

Ayda? = A dxt + A,da”. (2.25)
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In Erinnerung an vierdimensionale Supergravitation entspricht dies gerade einem Vektor-
feld (A, dz*) und sechs Skalarfeldern (A,dz®) in vier Dimensionen. Ein masseloses vierdi-
mensionales Vektorfeld besitzt zwei Helizitatsfreiheitsgrade +1. Man kann also sagen: Ein
masseloses zehndimensionales Vektorfeld zerfillt aus Sicht eines vierdimensionalen Beob-
achters in eine Komponente mit Helizitdt 41, eine mit —1 und sechs Komponenten mit
Helizitét 0.

Aus den antisymmetrischen Tensorprodukten des zerlegten Tangentialraumes lassen sich
die zerlegten Rdume der Formen konstruieren. Die Zerlegung von A'T'M; g wurde bereits
in (2.25) bestimmt. Nun sind folgende antisymmetrische Tensorprodukte ® 4 moglich, um
A?T M g 7u zerlegen:

Tangentialraumvektoren  Helizitdt der Vektoren — Helizitét der Tensorbasis

da# A da” —1) @4 |+1) IxT
dz# A dz® |—1) @4 |0) & |+1) ®4 |0) 6 x +1
dz?® A dab |0) ®4 |0) 15 %0

Tabelle 2.5: Bildung der antisymmetrischen Tensorprodukte nach der Zerlegung des
Tangentialraums.

Das heifit, ein antisymmetrischer Tensor zweiter Stufe, der unter 28g0s) transformiert,
zerfallt aus Sicht eines vierdimensionalen Beobachters in:

Buapda? A da® = B, dz" ANdz” + Bda” A dz® + Bgpdz® A da?. (2.26)

Dies sind ein Helizitit 0 Feld B, sechs (CPT komplette)* Helizitdt 1 Felder B, und 15
Skalarfelder Bg,. Die Zerlegung (2.23) lautet fiir das unter der 28g0(s) transformierende
Feld demnach:

2850(s) — (Lsu@))r + (6su)1 + (155u())o- (2.27)

Der Index T" bezieht sich dabei auf den antisymmetrischen Tensor B,,,. Die fett gedruckten
Zahlen stehen fiir Darstellungen der SO(8), bezichungsweise SU(4) und die Indizes fiir die
Helizitat der unter ihnen transformierenden Felder. Dabei ist zu beachten, dass die SU(4)
Darstellungen unter Umsténden reduzibel sind. Die Zerlegung in irreduzible Darstellungen
wird in Anhang C oder beispielsweise in [8, 14] behandelt. Die anderen Tensorfelder lassen
sich auf dieselbe Weise zerlegen. Die symmetrische Kombination dieser Vektoren liefert ein
Feld mit Helizitdt 2; die Metrik g,, der physikalischen Raumzeit. Die Ergebnisse sind in
Tabelle 2.7 aufgelistet.

Die Zerlegung der Tensorfelder in SU(4) Darstellungen ist damit erfolgt. Im nachfol-
genden Abschnitt wird die weitere Zerlegung in SU(3) Darstellungen erklart, die fiir die
Definition einer N = 2, D = 4 Struktur notwendig ist.

4Da das Multiplett maximal ist, sind die zehndimensionalen Typ IIA Felder von vornherein CPT
komplett.
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2.3.2 Bestimmung der N =2, D =4 Struktur

In diesem Abschnitt werden den Ausfithrungen in [5] folgend notwendige Bedingungen fiir
die Definition einer vierdimensionalen N = 2 Struktur diskutiert.

Auf der Mannigfaltigkeit M g existieren zwei Spinoren E} und E? unterschiedlicher
Chiralitat. Sie entsprechen den beiden achtdimensionalen fermionischen Darstellungen 8,
und 8., aus denen die Superladungen konstruiert wurden. Die Dekomposition der Mannig-
faltigkeit M g fiihrt auch zu zu einer Dekomposition der Gamma-Matrizen I'* und damit
zu einer Dekomposition der Algebra (2.17). Diese Dekomposition lésst sich durchfiihren,
indem Tensorprodukte der Gamma-Matrizen " in vier Dimensionen, die in (2.11) defi-
niert sind, mit den Gamma-Matrizen v* in sechs Dimensionen, die die Clifford-Algebra
{~® 4} = §9 erfiillen, betrachtet werden. Eine mogliche Dekomposition ist:

MFT=+*"®1l, M=y p=0,...,3 a=1,...,6. (2.28)
Dies fiihrt ebenfalls zu einer Dekomposition von E} und E?:

Bl =e, ®@n +e @,
E? =€ @n_+¢€ @n;. (2.29)

Dabei sind eli/ 2 Spinoren der Raumzeit-Mannigfaltigkeit M 3 und 7y sind Spinoren von
M. Sie besitzen eine Chiralitét, die ebenfalls durch den Index + angegeben ist.

Damit diese Dekomposition erlaubt ist, muss 7. global definiert sein und darf nirgends
verschwinden, daraus folgt, dass 7. ein Singlet unter der Symmetriegruppe sein muss.
Mannigfaltigkeiten, auf denen ein solcher Spinor definiert ist, haben eine reduzierte Struk-
turgruppe, die der SU(3) entspricht [11], demnach muss eine weitere Zerlegung in SU(3)
Struktur stattfinden:

U(1) x SU(4) > U(1) x SU(3), (2.30)

sodass aus den beiden fermionischen achtdimensionalen Darstellungen ein Singlet unter der
Strukturgruppe der Mannigfaltigkeit Mg, also ein SU(3) Singlet entsteht:

U(1)xSU(4) U(1)xSU(3)

8. — 4 +Z_% — T (B+1)1+ (§+T)_%,
8, /"Wy 4, "I 31y BT (2.31)

Die Herleitung erfolgt in Anhang C.6. Die Singlets definieren zwei Superladungen in vier
Dimensionen und damit die gesuchte N = 2, D = 4 Struktur der Typ ITA Supergravitation,
siche dazu auch Anhang C.8. Die U(1) Struktur bleibt von der Zerlegung unbeeinflusst,
da die Einschrankung sich nur auf die kompakte Mannigfaltigkeit bezieht. Also werden die
SU(4) Darstellungen in irreduzible SU(3) Darstellungen zerlegt, und die Helizitét dndert
sich nicht.

Da Mannigfaltigkeiten mit SU(3) Struktur eine fast komplexe Struktur besitzen [11], ist
es zweckméfig die Basis des Tangentialraumes von Mg als komplexe Basis zu schreiben.
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Die aufgespannten Radume der Formen AP9T Mg werden in dieser Basis durch zwei Zahlen
p und ¢ charakterisiert:

Basis aufgespannter Raum Dimension
dZi Al’OTM6 3
dZE AO’ITMﬁ 3
dz' N\ dz? A?OT M 3
dz* A d2? A%2T Mg 3
dz' A dz? AT Mg 9
9

dz' A dzi A d2* AT Mg
Tabelle 2.6: Auflistung der komplexe Basen der Formen von Mg.

Die Indizes i, 7,... und 7,7,... laufen von 1 bis 3. Analog zum vorangegangenen Kapitel
und insbesondere Gleichung (2.26) lassen sich die Formen in diese Struktur zerlegen. Als
Beispiel sei das (15gp(4))0 Tensorfeld B, angegeben:

Bupda® A da® = Bijdz' A d2? + Biydz' A d2’ + Bydz' A d2. (2.32)

Der Vergleich mit Tabelle 2.6 liefert die unter Umsténden reduziblen SU(3) Darstellungen,
in die By, zerfallt:®

(1550(2))0 — (Bsu) + 3su) + 9su))o- (2.33)

Die Zerlegung der anderen Tensorfelder erfolgt analog. Die Ergebnisse der Zerlegung (2.30)
fiir alle Tensorfelder zusammen mit den Ergebnissen aus Abschnitt 2.3.1 sind in Tabelle
2.7 zusammengestellt. Sie sind bereits aus [5] bekannt.

5Die 95y (3) Darstellung ist reduzibel und zerféllt in 1gy(3) + 85y (3)- Die Herleitung befindet sich in
Anhang C.
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Tensor SOg | Tensor SU4 x Uy Tensor SU3 x Uy
P 1 ® 1, d 1,
A 8 Ali 11 AM 11_
M v A, 60 A+ A (3 +3)o
R Guv ]—2 Guv 12_
GunN 35, 9ua 6, Yui + 9z (3 + §)1
Yab (20+1)o 9ij + 955 + 95 (146464 8)
Bw/ ]-T B,LLZ/ ]-T
Bun 28 By 6, B+ B (3+3),
Bap 15, Bij + By + By (1+3+3+8)0
Cova 67 Cvi +Cluz (3+3)r
C’MNP 56 Cuab 15 C#ij +ij +C#@ (1+3+§+ 8)1
Y Clabe 10, Ciji + Cijx (1+3+6)
Clape Eo CijE + O@E (T +3+ 6)0

Tabelle 2.7: Auflistung aller relevanten bosonischen, masselosen Felder der Typ ITA
Supergravitation mit den zugehorigen Darstellungen.

Um den Uberblick iiber die vollstiandige Struktur der Multipletts zu bekommen, wer-
den die Dekompositionen der fermionischen Darstellungen des Typ ITA Multipletts aus
Gleichung (2.20) in Tabelle 2.8 angegeben. Die Herleitung erfolgt in Anhang C.6, oder in

8, 14].
Tensor SO(8) U(1) x SU(4) U(1) x SU(3)

8, Z% (I—i-g)%

A 8. 4% (1 + 3)%
(20 + 4), (3+3+6+8):+(1+3),

56, -’ S

43 (1+ 3)%
2 (20 +4); (B3+3+6+8):+(1+3):

56. 4% 1+ 3)%

Tabelle 2.8: Auflistung aller fermionischen Darstellungen

Um eine ,Standard“ N = 2 Theorie zu erhalten, werden [5] folgend alle Triplets aus
dem Teilchenspektrum entfernt. ,,Standard“ bedeutet in diesem Fall, dass zu den bereits
im Graviton-Multiplett vorhandenen Gravitinos keine Zusétzlichen auftreten. Mit anderen
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Worten, dass kein Gravitino-Multiplett existiert. In diesem Fall gibt es nach [5] genau eine
mogliche Einordnung in D = 4, N = 2 Multipletts. Sie ist in Tabelle 2.9 angegeben und
wird in Anhang C.8 erldutert.®

Multiplett Konstituenten
Graviton-Multiplett (15,15, 17)
Vektor-Multiplett (8¢, 811’/2, 8%, 87)
Vektor-Multiplett (1¢, 1;1’/2, 15,1%)
Hypermultiplett (61, (6 +6)5, (6 +6)F)
universelles Hypermultiplett | (17} 12 12,1815 .15)

Tabelle 2.9: konstruierbare Multipletts fiir D =4 und N = 2

Die Eintrage dieser Tabelle sind folgendermaflen zu verstehen: Die fett gedruckte Zahl
steht fiir die SU(3) Darstellung und der untere Index fiir den Helizitdtsgehalt. Der Index
T bedeutet nach Tabelle 2.5 einen Helizitdtsgehalt von Null. Der obere Index steht fiir
die Bezeichnung des Feldes, das unter der entsprechenden Darstellung transformiert. Die
fermionischen Darstellungen wurden mit den jeweils konjugierten Darstellungen in einer
Zahl zusammengefasst; dies sind die Teilchen- beziehungsweise Antiteilchen-Darstellungen.
Das Graviton-Multiplett wird hier zur Veranschaulichung von Tabelle 2.9 noch einmal
vollstéindig angegeben:”

+3/2 —-3/2
17, 14, & 14 17, (2.34)
—T —T
1+3/2 1—3/2

Die daraus resultierenden bosonischen Anteile der Multipletts sind in Tabelle 2.10 angege-
ben. Damit ist der in dieser Arbeit betrachtete Feldinhalt bestimmt.

Das nachfolgende Kapitel gibt schliefilich Aufschluss iiber die Auswirkung der bisher
behandelten gruppentheoretischen Zerlegung auf die Wirkung der Typ ITA Supergravita-
tion.

5Die verschiedenen Typen der N = 2, D = 4 Multipletts sind in Tabelle 2.2 angegeben.
"Dies entspricht Gleichung (C.46).
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Multiplett SU(3) Darstellung  Feldinhalt
Graviton-Multiplett 1 Guvs Ay
universelles Hypermultiplett 1 B, @, Cape
Vektor-Multiplett 1+8 Clab, Yabs Bab
Hypermultiplett 6 Gabs Cape

Tabelle 2.10: Auflistung bosonischer Anteile der Multipletts nach Streichung aller
SU(3) Triplets.



Kapitel 3

Berechnung der N =2 Struktur der
Typ IIA Wirkung

In diesem Kapitel werden die N = 2 Strukturen der Typ IIA Wirkung aus vierdimensiona-
ler Sicht berechnet. Dazu werden zunéchst die Methoden der Tensorzerlegung besprochen,
um die Felder der Typ ITA Wirkung in U(1) x SU(4) Darstellungen zu zerlegen. Die Ergeb-
nisse werden verwendet, um die in [13] gegebene Typ ITA Wirkung zu zerlegen. Dann wird
die Matrix der Eichkopplungen und die Matrix der skalaren Kopplungen des universellen
Hypermultipletts bestimmt.

3.1 Methoden der Tensorzerlegung

In diesem Abschnitt werden die mathematischen Methoden und Rechenregeln fiir die Aus-
wirkung der Zerlegung SO(8) D U(1) x SU(4) auf Terme der Wirkung besprochen. Dazu
wird ein allgemeiner kinetischer Term der zehndimensionalen Wirkung S;g betrachtet. In
solchen Termen tritt die dulere zehndimensionale Ableitung d auf. Terme der Form lauten
fiir zwei p-Formen F’p und I:Ip der Mannigfaltigkeit M, g:

510 = /dﬁp A *dﬁp (31)
M
Die duflere Ableitung ist durch
dE, = (p+ 1) Fa,. adz™ A A dar (3.2)

definiert. Der Stern * steht fiir das zehndimensionale Hodge-Dual, das durch

. 1 L
E, = ——F

Ai.. A B B
! ByoroBrod@ A AT (3.3)
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definiert ist. Das Hodge-Dual bildet p-Formen in deren Dualraum ab und definiert damit
ein Skalarprodukt auf Mo, bei dem zwei Formen F, und H, fiir p # ¢ orthogonal sind:

L . . dE, A «dH fir p=gq
< dE,, dH, >u= /de A xdH, = Ai g ’ . (3.4)
und 0 sonst
M
Fiir das Quadrat des Hodge-Duals gilt
2F, = (<L) (—1p D (35

dabei ist n_ der Index der Metrik, dass heifit die Anzahl der negativen Vorzeichen der
Signatur. Wird eine Basis gewéhlt und die Definition des Hodge-Duals eingesetzt, so ldsst
sich das Skalarprodukt umschreiben:

< dE, dH, > p= / AP, A (xdH ) = / O F Ly PPN —Gd e (36)
M M

Fiir Indizes in eckigen Klammern |[...] gilt die Konvention
1
F[Il ..... I = HZO’(?T)FW([I) ,,,,, 7(Ip)- (37)
Dabei wird iiber alle Permutationen 7 der I3, ..., I, summiert und der Summand mit dem

Signum o(7) der Permutation 7 multipliziert. Sie wurde so gewahlt, dass fiir einen bereits
in allen Indizes antisymmetrischer Tensor p-ter Stufe T}, Tja,. .a,] = Ta,..a, gilt. Fiir die
Kontraktionen der Indizes gilt in allen Formeln die Konvention

8[AOFAl___Ap}a[AOI:IAl"‘AP} = 8[AOFA1_._AP]GA0BO ... GYApoa[Bo]:IBl...BP]‘ (38)

Die Zerlegung SO(8) D U(1) x SU(4) und die damit verbundene Zerlegung des Tangenti-
alraumes duflert sich, wie bereits in Abschnitt 2.3 beschrieben in einer Umstrukturierung
der Summationsindizes (A, B,...) — («a,3,... und a,b,...). Es gibt damit eine duflere
Ableitung der Mannigfaltigkeit M, 3 (d® = dz#9),) und eine duflere Ableitung der Man-
nigfaltigkeit Mg (d® = dz?d,). Fiir die duBere zehndimensionale Ableitung folgt damit
d — d¥ + d© und fiir eine Form nach der Zerlegung ergibt sich

p
F, — > Fopo (3.9)
r=0

wobei F, ,_, eine Form aus A™* := A"T'M; 3 A A°T Mg ist, fiir die
Fros=Fu para.dz™ Ao Adat Ada™ A LA da® (3.10)

gilt. Damit ergibt sich insgesamt fiir die Tensorzerlegung

dF, = Zp:(d(‘*)Fr,perd(@Fpm). (3.11)

r=0



3.1. Methoden der Tensorzerlegung 25

Die Gleichung (3.1) lautet mit diesen Relationen:

p

S0 = / zp:(d(‘L)an_rer(G)Fp_W) Ax (dVH, e, +dOH, ).  (312)
M r=0

r=0

Die Wirkung des zehndimensionalen Hodge-Duals auf die zerlegten Formen ldsst sich durch
die Hodge-Duale *® und %) der Mannigfaltigkeiten M 3 und M ersetzen. Die Definition
lautet analog zur Definition des 10 dimensionalen Hodge-Duals (3.3):

1

*(4)Fp,q = mFM1‘..Mpa1..-aq6#1."#pup+1.,.u4d$up+l A AdzPt AdT A LA d.fL'aq,
1

«OF,, = mFmmupal“_aqe‘”"'“qanrlm%dac’“ A .. ANdzte Adztett AL A date.

(3.13)

Mit diesen Definitionen und den dufleren Ableitungen d® und d® der Mannigfaltigkeiten
M 3 und Mg lassen sich die Kommutationsrelationen der Operatoren angeben:

[*(6)’ *(4)] — [*(6),d(4)] — [*(4),d(6)] — [d(ﬁ),d(‘*)] —0. (3.14)

6) %(4)

Das Produkt der Stern Operatoren *©x®) ersetzt den Sternoperator * in (3.12), es wird
jedoch durch * abgekiirzt. Diese Schreibweise sollte nicht zu Verwechslungen mit dem
zehndimensionalen Stern Operator fithren, da dieser nur auftritt, wenn Formen in zehn
Dimensionen betrachtet werden, die immer durch einen Hut gekennzeichnet sind. Es gilt
damit die Regel: Tragen die Formen keinen Hut, so gilt * = %(6) (),

Wegen der Linearitét der Operatoren folgt fiir (3.12):

p
== / (d9F,, , AxdDH,, ,+dOF, . AxdYH,,
r,sz()M
+dDFy o AxdOH, o +dOF, ., AxdDH, ). (3.15)

Zur Vereinfachung dieser Gleichung werden zunéchst die einzelnen Terme in (3.15), die die
Form

SlO = /Xp,q VAN *Y;,s (316)
M

haben betrachtet. Das Skalarprodukt (3.16) ldsst sich analog zu Gleichung (3.6) in einer
Basis schreiben:

/Xp,q N *Y;’,s = /X[ul...,up][al...aq}Y[ulmup}[almaq} V _GAlel,’ (317)
M M
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wobei die Kontraktion der Indizes mit allen méglichen Metrik-Kombinationen g, g#®, g
erfolgt. Fiir X, , = X11 und Y, ; = Y5 lautet die Kontraktion beispielsweise X ,,(g"“ g% +
9" 9" )Yap. B

Nach Voraussetzung sind die (3 + 3)gy (3 Darstellungen gestrichen. Demzufolge gilt
g"* = 0 und fiir Gleichung (3.17) folgt, dass p = r und ¢ = s gelten muss, oder mit
anderen Worten, dass beziiglich des Skalarproduktes (3.17) (p, ¢)-Formen zu (r, s)-Formen
fiir p # r und ¢ # s nach Streichung der Triplets orthogonal sind:

a1b1

/\£ d% _g|4g|6XW1---Np] [almaq}gmyl gttty : 'gaqbby[vl»--Vp] [b1...bg]

/Xp,q/\*yns: fir p=r, g=s )
M

und 0 sonst
(3.18)

wobei fiir die Determinanten g|; = det(g,,) und gl = det(ga) gilt. Die Determinante G der
zehndimensionalen Metrik lésst sich nach der Tensorzerlegung als Produkt der Metriken
der Mannigfaltigkeiten M; 3 und M schreiben, da sie durch Streichen der Triplets in
Blockdiagonalgestalt zerfallt:

(Guam) — (({2) (o) ) = () DY (319)

Mit der Orthogonalitétsbedingung lésst sich eine der Summationen in Gleichung (3.15)
ausfithren und man erhilt unter Beriicksichtigung, dass d® : AP? — APTL¢ und d© -
AP — APATL gilt:

p
SlO = 2/ (d(4)FT‘,p—T A *d(4)Hr,p—r + d(G)Fp—r,r A *d(4)Hr—1,p—T+1
r:OM
+dDEy o AxdOH,o gy g+ dOF, o AxdOH, ). (3.20)

Dabei wird die Konvention verwendet, dass Summanden in denen Tensoren F, ; mit r > p
und oder s > p auftreten identisch Null sind.

Als Beispiel fiir die Tensorzerlegung wird nun die Tensorzerlegung des kinetischen Terms
der 1-Form A, angegeben. Sie lautet nach Gleichung (3.20), und weil < , >, ein sym-
metrisches Skalarprodukt ist:

/ dAN <dA = / (dD Ay A +d@ Ay
Mig M1 3xMsg
+dW Agy A xdDAgy 4+ 2dW Agy A xdD Ay
+d© Ay g A #d® Ay g+ d© Agy Ad® Agy). (3.21)

Die (0,1)-Form Ay, = A,dz® transformiert nach Tabelle 2.7 unter 65y — (3 + §)5U(3)
und ldsst sich demnach bereits nach der Zerlegung in SU(4) Symmetrie zu Null setzen.
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Die Tensorzerlegung fiir den kinetischen Term der 8, Darstellung Ay in SU (4) Symmetrie
lautet somit:

/ d/i N *d/i = / (d(4)A170 VAN *d(4)A170 + d(G)ALO VAN *d(6)A170)
Mg My 3X Mg
= / '/ —g|4g|6(0[u 19" 9" 015 Ay + 6‘aAyg“”g”"8bAp)-
./\/11’3 ><./Vl6

(3.22)

Die Stufe (r, s) der Formen F, ¢ wird im Folgenden nur durch ihre Stufe beziiglich M, 3

angegeben (F, L F,). Dies ist moglich, da die Stufe der Formen in zehn Dimensionen
durch Index und Buchstaben gegeben ist, sodass Buchstabe und Index nach der Tensor-
zerlegung beide Stufen charakterisieren. Fiir die 3-Form Cj auf M o lautet die Zerlegung
mit Gleichung (3.9) beispielsweise

C3 — Cs0+ Cay + Chp + Co. (3.23)
Fiir die eingefiihrte Konvention lautet diese Zerlegung
Cy — Cy + Cy + Cy + Oy, (3.24)
mit C3 = C3, Cy = Cy1, C1 = C12 und Cy = Cj 3.

3.2 Tensorzerlegung der Typ IIA Wirkung

In diesem Abschnitt wird die Tensorzerlegung des masselosen, bosonischen Teils der Typ
ITA Wirkung von der SO(8) zur SU(4) x U(1) Symmetrie durchgefiihrt. Sechsdimensionale
Darstellungen 65y (4), die unter SU(3) Symmetrie in Triplets zerfallen, werden dabei bereits
vor der Zerlegung in SU(3) Symmetrie zu Null gesetzt.

Die bosonische, masselose Typ ITA Wirkung lautet nach [13]:

Srra = Syg + Sp + Scg. (325)
mit
1 A 5/ A 1 R R
Sns = 5 / A2\ —Ge (R + 40, 90M & — 5a[MBma[MBNﬂ),
K10

Sp = A2/ =G (g Ay oM AN

4&10
+(a[MCNpQ] — A[MaNBPQ])(a MCNPQ} _ A[MaNBPQ]))7

1 R
Scg = I Bg A (ng) (dC3). (3.26)
“10
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Gleichung (3.25) wird jetzt tensorzerlegt, dafiir bietet es sich an, die Schreibweise zu wech-
seln und die Tensoren als Formen der Mannigfaltigkeit M ¢ aufzufassen, um die Rechen-
regeln aus Abschnitt 3.1 anwenden zu konnen. Fiir das Skalarprodukt zweier p-Formen
F Mi...m, und H Mi..m, einer Mannigfaltigkeit gilt Gleichung (3.6), vermége der aus den
Gleichungen (3.26)

1 . A A .
Svs = 5 (B 1+ 4dd A (dd) — §ng/\>x<(ng)),

10/\/1

1 o o ~ o o N o N

Sk =~ (dAy A #(dAy) + (dCs — Ay AdBy) A #(dCs — Ay AdBy)),
10
1 . . .
K1o
M

folgt. Die Tensorzerlegung lasst sich nun fiir alle Formen durchfiihren, wie sie in Abschnitt
3.1 behandelt wurde. Dort wird auch die Notation nach der Tensorzerlegung erklért. Der
Kriimmungsskalar R lasst sich allerdings nicht auf diese Weise tensorzerlegen. Er wird nun
gesondert behandelt. Seine Definition lautet:

R == GAB (aCFCAB - aBPCAC + FCDCFDAB - FCDBFDAC). (328)

Die ', sind die Zusammenhangskoeffizienten der zehndimensionalen Mannigfaltigkeit
M 9. Nach Umstrukturierung der Indizes in SO(8) D U(1) x SU(4) Struktur (A, B, ...) —

(o, B,... und a,b,...) zerfillt er in eine Summe:
R = R|4 + Rgemischt + R|6a (329)

wobei R|; alle Terme bezeichnet, die aus den Zusammenhingen, die nur Lorentzindizes
tragen, wie beispielsweise I'#, , etc. gebildet werden und R all jene, die ausschliefilich
durch I'*,. gebildet werden. Sie sind die Kriimmungsskalare der Mannigfaltigkeiten M, 3
beziehungsweise Mg. Allgemein treten jedoch auch Mischterme Ryepische auf, wie beispiels-
weise durch Terme, in denen I'* ,, auftritt. Unter der Annahme verschwindender Torsion
fir die Terme R|; und Ryemischt lassen sie sich nach dem Fundamentalsatz der Riemann-
schen Geometrie (A.7) durch die Metriken g, und g, ausdriicken.! Die Berechnungen fiir
die Zerlegung des Kriimmungsskalars befinden sich in Anhang A.1.

Die Tensorzerlegung der M; g Formen ist durch Gleichung (3.20) gegeben, mit ihr folgt

'Die Metrik Anteile g"* transformieren unter 6g¢;(4) — (3 4+ 3)sy(3) Darstellungen und werden daher
nicht beriicksichtigt.
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fiir die Wirkung (3.27) nach der Tensorzerlegung:

1 N
Sng = —— [ e 2®Rx1
NS 21%%0 € *

1 1 1
+— [ e (424D A (d V) — Zcz<4>B2 A *(dY By) — Zcz<4>BO A *(d™ By)

Ko
1 1
+2dO® A #(dOP) — Zld(6>32 A %(d® By) — Zld(6)Bo A #(d© By)), (3.30)
1
Sk =~ (dD Ay A(dDAy) + dDCy A (dDCy) + dDCy A %(dDCy)
10

+dWCy A x(dVCp) + Ay AdD By A x(Ar AdD By) + Ay AdW By A x(Ay A dW By)
+2dWCs A (A AdW By) +2dWCy A x(A; A dY By)

+dO Ay A *(dDAy) + dOCs A x(dOCs) +dDC) A*(dDCy)
+dOCy A #(dOCp) 4 2dDCy A #(dOCy) + Ay A d© By A x(A; A dOBy)
+A; AdOBy A x(Ay AdOBy) 4+ 2(dWCy + dOCy) A x(Ay A d© By)

+2dOCy A x(Ay A dO By)), (3.31)
1
Sos = —7a | (BandWCond@Cy+ By A dDCy N dWCy
10
M

+By ANdOC, N dOC + By AdDCs AdOCy + By AdWCy A dOC
+By AdWCy A dOCy + 2By AdDCy A dOCy+ By A dDCy A dOCy).
(3.32)

Das Hodge-Dual * steht, wie bereits in Abschnitt 3.1 erwahnt, von nun an als Abkiirzung
fiir « = %%,

Fiir nachfolgende Rechnungen bietet es sich an, die Wirkung auf eine Standard-Form zu
bringen, die sich dadurch auszeichnet, dass der Kriitmmungsskalar R|, der Mannigfaltigkeit
M 3 ohne Dilaton-Vorfaktor auftritt. Das Bezugssystem, in dem diese Bedingung realisiert
wird heifit ,, Einstein frame®. Die notwendigen Reskalierungen und Umeichungen der Felder,
um diese Form zu erhalten lauten:

W =P — iln(det Gap), und gfﬁ) = 6_24)(4)9“1,. (3.33)
Die Reskalierung der Metrik g, nennt sich Weyl-Reskalierung. Die Berechnung der durch
die Redefinitionen (3.33) auftretenden zusitzlichen Terme des Kriimmungsskalars R und
des kinetischen Dilaton-Terms befinden sich in Anhang A.1.
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Um die Reskalierung fiir die Terme der Felder A,, B, und C, durchzufiihren, ist es
sinnvoll Gleichung (3.18) zu verwenden. Mit ihr ldsst sich die Reskalierung fiir die basisfreie
Schreibweise berechnen, denn wegen

v vp a a / reskal
/F[Ml...up][al,,,aq]gul Lo g'up pg b1 ...g qqu[l/l...l/prl...bq] —9(4)9(6)d10x —

—_p)p®) v vp a a
/62(2 D% Pl oipllar agg g gttt gt e bV —g@Wg©d

(3.34)

folgt auch
reskal 2(2—p)®®)
FpgN¥Hypq = e Fpg NxHpq. (3.35)

Da das Hodge-Dual der Metrik entspricht, entspricht der reskalierten Metrik auch ein
reskaliertes Hodge-Dual. Um die Notation jedoch nicht unnétig uniibersichtlich werden
zu lassen, wird auf die Kenntlichmachung des reskalierten Hodge-Duals verzichtet, und
Gleichungen der Form (3.35) sind immer im Sinne von Gleichung (3.34) zu verstehen. Bei
allen Termen der Felder A,, B, und C, tritt durch die Reskalierung also nach Gleichung
(3.35) nur ein Dilaton und Stufen abhéngiger Vorfaktor 2272 auf.
Die Wirkung (3.30) bis (3.32) lautet mit den Redefinitionen (3.33) mit (3.35) und den

Rechnungen fiir R und ® aus Anhang A.1:

Sns = 2/110 dl%\/_[ @+ RO 2079009, e leg gpqaognpaogmq]
2 dwx\/_[ 72<1><4>( 4 (4),ua (4)zxﬁas aﬁg;(w)
+ig( )aﬁ (4) “V359(4)8sga5 ngnasgmnasq>(4) _ 166?5(1)(4)85(1)(4)

1
—g 0 e N0,g() = 59 g 090 gu)

1 1 1
o (- Z—le’m@)d(ﬁ)BQ/\*(d(G)B) . 4O By A #(d©) By)), (3.36)
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1
Sp = —— [ (DA Ax(dDAy) + 12 dDCy A #(dDCy) + dDCy A #(dDC)

4K3,
+€_4¢(4) Al N d(4)B2 VAN *(Al N d(4) Bg) + Al N d(4)B0 A *(Al A d(4)B()>
1271 AWy A w(Ay A dYBy) + 2dMCy A x(Ay A dYBy)
+22YdD 0y A #(dPCy)

+e2VdO AL Ax(dOA) + eV dOCy A (dOC5) + 2V dOCy A (dOC)
+e2 4Oy A %(dOCy) + 722V Ay A d© By A x(Ay A d©By)

+62*Y A1 A dO By A x(Ay A dOBy) + 2e2* " (dDCy + dOCy) A x(A; A d© By)
+2e7 24O Cy A x(Ay A d© By) + 262 d Dy A #(dOCy) ), (3.37)

1

Scs PR
K1o

/ (By AdDCy A dDCy+ By AdDCy A dDCy

+By AdOCy AdOC, + By AdOC AdOC, + By AdPDCy A dOC,
+By AdDCy A dOCy + 2By AdDCy A dOCy+ By A dDCy A dOCy).
(3.38)

Die gemischte Schreibweise des Skalarproduktes (3.18) der Mannigfaltigkeit in diesen Aus-
driicken mag umstandlich erscheinen, ist jedoch zweckméfig, da zum einen die Metrik ein
symmetrischer Tensor und damit keine Form ist, wodurch sich die basisfreie Schreibwei-
se nicht verwenden lédsst, zum anderen aber die Tensorzerlegung der antisymmetrischen
Tensoren ohne Basis iibersichtlicher und kiirzer ist.

Die Terme wurden so geordnet, dass Terme, in denen ausschlieflich d® auftritt jeweils
an vorderster Stelle stehen. Dies sind die Terme, die im Folgenden betrachtet werden, da
durch sie die Kinematik der physikalischen Raumzeit M, 3 bestimmt wird. Die Anderen
werden von nun an weggelassen und durch Punkte angedeutet.

Die Terme der Wirkung (3.36) bis (3.38), die Felder der Helizitdt 1 beinhalten, werden
in folgendem Kapitel zusammengefasst und die Matrix der Eichkopplungen wird bestimmt.
Anschlieflend wird die Matrix der skalaren Kopplungen der Felder des universellen Hyper-
multipletts, bestimmt. Dies sind die Felder mit Helizitdt 0, die als Singlet unter SU(3)
transformieren. Die Wirkung des universellen Hypermultipletts wird dabei in einer Form
geschrieben, in der [15] folgend bewiesen werden kann, dass der Moduli Raum der Felder
des universellen Hypermultipletts eine quaternionische Kéhlermannigfaltigkeit ist.

3.3 Bestimmung der Matrix der Eichkopplungen

Ziel dieses Abschnitts ist es, die kinetischen Terme der Helizitét 1 Felder d%C und d® A4,
in einem Feldstarkevektor F' zusammenzufassen. Dazu werden beide Feldstdrken in ihre
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SU(3) Struktur zerlegt. d® ¢y transformiert nach Tabelle 2.7 unter 15 su(4) und kann da-
mit durch einen 15 dimensionalen Vektor dargestellt werden. Dieser Vektor zerféllt unter
SU(3) Symmetrie ebenfalls nach Tabelle 2.7 in (1 + 3 4+ 3 + 8)gy(3) Darstellungen. Beide
dreidimensionalen Darstellungen werden nach Voraussetzung herausprojiziert. Es bleiben
neun Vektorkomponenten iibrig. Diese werden mit der Feldstirke d® A;, die unter 1 SU(3)
transformiert und damit einkomponentig ist, zusammengefasst. Die zehn Feldstéarken wer-
den die Komponenten des Feldstéirkevektors F. In dieser Notation wird sich die Kopplung
der einzelnen Felder als Matrix n darstellen lassen, die hier bestimmt werden soll.
Mit den Feldredefinitionen

C~’1 = Cl - BO A Al, und Al = Al (339)
gilt:
1 2 cd [/J,Ay]
1 O, A, 1+(B)* B 0
Sumy: = —7 | d'zv/g® - )
o U Cfaty B gegt )\ oG,

= / dYCy A #(dDCy) 4+ 2dWCy A #(Ay A dP By)
M
+ A AdYBy A x(Ap AdW By) + dP AL A x(dD AY). (3.40)

Die Rechnung hierzu befindet sich in Anhang A.2. Alle Terme aus Sg, die die zu betrach-
tenden Felder enthalten, lassen sich mit (3.40) zusammenfassen, wie der Vergleich mit
(3.37) zeigt. Dort lassen die Terme sich daran erkennen, dass sie keinen Dilaton Vorfaktor
tragen.

Um die SU(3) Symmetrie aus der SU(4) Symmetrie zu erhalten und die (3 + 3) sy s)
Darstellungen zu streichen, miissen die Tensorfelder By und C] tensorzerlegt und die dar-
aus entstehenden Formen ihren Darstellungen zugeordnet werden. Aus Tabelle 2.7 lésst
sich entnehmen, dass By und C; unter (1 + 3 + 3 + 8) su(3) Darstellungen transformieren.
Die Formen zerfallen demnach in einen fiir diese Arbeit interessanten (1 + 8)gy(3) Teil
und einen zu streichenden (3 + g)SU(g) Teil. Offensichtlich lasst sich durch das Verhalten
unter komplexer Konjugation der Felder die Darstellung zuordnen, da die dreidimensiona-
len Darstellungen komplex konjugiert zueinander sind. Dies wird in der komplexen Basis
ersichtlich, denn dort gilt:

By = Bypdz® Ada’ = Bydz" Adz? + Bydz' Adz? + Bydz' A dz. (3.41)

Der erste Summand veréndert sich unter komplexer Konjugation nicht. Die letzten bei-
den sind komplex konjugiert zueinander. Die Dimensionen der Vektorriume AT Mg,
AT Mg und AT M, die durch die Basen {dz" Adz7}, {dz* Adz7} und {dz' Adz’} aufge-
spannt werden sind dementsprechend neun-, drei- und dreidimensional, wie man es ihnen
leicht durch Abzéhlen der moglichen antisymmetrischen Indexkombinationen ansieht. Das
bedeutet, dass B;; und B;; zu den (3 + g)SU(g) Darstellungen gehoren und identisch Null
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sind. Analog gilt fiir €, dass die Tensorkoeffizienten C,;; und C|;; verschwinden und der
Koeffizient C);; iibrig bleibt. Die Metrik gqp, die unter (20 + 1)sy(4) transformiert, lasst
sich ebenfalls in der komplexen Basis darstellen, wobei g;; der (6)su(s), g7 der (6) sy (3) und
gzj der (1 + 8)sy(3) Darstellung entspricht. Dies lésst sich wie bei der Bestimmung der zu
den Formen gehorigen Darstellungen durch das Verhalten unter komplexer Konjugation
und Abzdhlen der moglichen, dieses mal symmetrischen, Indexkombinationen ermitteln.
Da g4 ein symmetrischer Tensor ist, sind die komplex konjugierten Darstellungen 6 + 6
dimensional, statt wie bei den antisymmetrischen Tensoren 3 + 3 dimensional und werden
nicht herausprojiziert. Unter SU(3) Symmetrie folgt mit dem eben Gesagten fiir (3.40):

1 —— [ Oy
SZ(R) = _W d™x —9( )9() -
10 K Coiig
1+ (B)? Bra(9™ g™ + g"g") onA”
) o IR I RE)
Bualg™g™ +g"g")  g*g" + 9" M

Fiir eine kompaktere Schreibweise ist es zweckméfig folgende Definition einzufiihren:
Kz‘jki — gikgji + gﬂgkj. (3.43)

Da die vierdimensionale Struktur der Lagrangedichte von Interesse ist, ist es sinnvoll die
Felder auch aus vierdimensionaler Sicht, wie bereits Anfangs des Abschnitts angekiindigt,
zu interpretieren. Aus dieser Sicht stehen in der Lagrangedichte zehn Feldstérken, die durch
eine Metrik koppeln. Das ist zum einen die Feldstérke 0j, A, und sind zum Anderen die
8 4+ 1 Feldstarken 8[MC~’V”@}. Diese Interpretation ist zuldssig, da die Indexstruktur in p
und v identisch ist, was der identischen Helizitét entspricht. Die Notation ldsst sich dieser
Gegebenheit ebenfalls anpassen, indem ein Index definiert wird, der iiber alle zehn Felder
lauft. Dieser ldsst sich explizit wie folgt konstruieren: Die antisymmetrischen Tensoren
werden in der koordinatenunabhéngigen Matrizenbasis® {(X];)}7_, o entwickelt:®

0uCups = 9C,yr5% und By = BisL. (3.44)

2Fiir die Formen bedeutet dies eine Entwicklung in der Basis El = Zgjdzi A dz7, das bedeutet bei-
spielsweise By;dz" A dz? — BjET.

3Dies ist der Teil ohne 3+3 Anteil der Basis der antisymmetrischen Matrizen. Wie dieser Anteil aussieht
héngt von der expliziten Wahl der Basis ab.
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Nun lédsst sich Gleichung (3.42) zusammenfassen:

1 0 Ay
S2(R) = _F d $\/9(4)g(6) ~ ;
10M a[ucu]izkz
1+ (B)? Bgxkgimm ol AV
Bkngiij Jkimn a[#é’”]jz;{;ﬁ
oA, 1+ (B)? BpKXJ ol i)
_ /dl%w/g@)gw) e o -,
M a[MCIJ]f BKKKI K 8[HC’V]j
(3.45)
dabei gilt fiir K 17 die Definition:
K = SRy (3.46)

Da K@k symmetrisch unter Vertauschung des ersten mit dem letzten Indexpaar ist, das
heiBt dass K% = Kk gilt, ist auch K!’/ symmetrisch in den Indizes. Die Matrix der
Eichkopplungen ist somit eine symmetrische 10 x 10 Matrix 7 und die Feldstéarken lassen
sich in einem zehndimensionalen Feldstidrkevektor F' zusammenfassen. Die Definitionen
beider Objekte lauten
0, Ay 1+ (B)? BpK®’
(Fr) == , (n'7) = , I,J=0,...,9. (3.47)

a[uéu]f BKde K17
Mit den Definitionen (3.47) folgt fiir (3.45):

1 v
Sy =~ A"/ gWgO Fn™ FY. (3.48)

Die Feldredefinitionen (3.39) werden jetzt in den restlichen Termen der Wirkung durch-
gefiihrt. Dies betrifft ausschliefilich den zweiten Term in Scg, der lautet:

1
Sacs) = ——5 | BoAdDCy AdDC,
(@ 4k,
1 L1 . -1 " ]
— —— [ ByA(dWCy + =By AdVCy A dD Ay + — By A By AdD Ay A dD A )
42, 2 12
M

1 dW A, LBy AByABy 1ByA B, dD A,
— A A . (3.49)

4rio 1By A By B,
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In Analogie zu den Rechnungen fiir Sy(ry wird auch Sycg) in einer Basis geschrieben. Die
Vorgehensweise wird exemplarisch an dem Term dCy A By A d¥C, durchgefiihrt:

/ dYC AByNdWC, = / Bas0uCiieadpCopepda® A ... Adx” Ada® A Ada.

M M
(3.50)

Durch die Dualisierung mit *©®%® erhilt man eine Gleichung der Form (3.42), in der
explizit das invariante zehndimensionale Volumenelement auftritt:

/d“)élABoAd(”‘)él = /<6>* (dDCy A By AdDEC) A © «@) 1
M M
_ / A0/ =g @ crvroeedel B o) CrroadyColes- (3.51)
M

Jetzt lassen sich die (3 +3) su(3) Darstellungen streichen und die Entwicklungen der Ten-

soren in der Basis {(X/;)}7_, o wie gehabt durchfiihren:

.....

/ dYCy ANByNdWC, = / 102/ g@ gO) e itk gy I ISR 01,C 504,C

M M
(3.52)
Dies lasst sich fiir jeden Term in Gleichung (3.49) durchfiihren, und es folgt:
1
Sacs) = d'0z\/gW g O e Frp Frop™”. (3.53)

4/@10

Der Feldstérkevektor F' ist derselbe, wie er in Gleichung (3.47) bereits definiert wurde und
p eine 10 x 10 Matrix mit

. €'/ BiBBg 1€/ BB
(p) = , I,JK=0,...,9, (3.54)
;1161J Bfo( EIJKBR
dabei gilt
(T = Utk s sk (3.55)
[JK

ist ebenfalls antisymmetrisch in den Indizes. Die Matrix der Eichkopplungen wurde
damit bestimmt.
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3.4 Quaternionische Struktur des universellen Hyper-
multipletts

In diesem Kapitel wird die Metrik des universellen Hypermultipletts aus Tabelle 2.10 be-
stimmt. Die Wirkung wird in einer Form angegeben, in der der Beweis, dass der Moduli
Raum der Felder des universellen Hypermultipletts eine quaternionische Kéahlermannigfal-
tigkeit ist, analog zu dem in [15] angegebenem Beweis, gefithrt werden kann. Dafiir werden
zunéchst die entsprechenden SU(3) Darstellungen zugeordnet. Dann werden die Felder so
umgeschrieben, dass die Kopplungsmetrik koordinatenunabhéngig und insbesondere von
der Form (B.1) ist.

Das universelle Hypermultiplett besteht nach Tabelle 2.10 aus den vier unter der 1gy(s)
Darstellung transformierenden Spin 0 Felder ®¥, a, C und C. Dabei ist a das zu B,
duale Skalarfeld* und C und C' die 1 su(s) beziehungsweise 1g1(3) Darstellungen, in die die
(10 + 10)s1(ay Darstellung Cy unter SU(3) Symmetrie zerféllt. Die Tensorzerlegung in die
SU(3) Struktur fir Cy lautet

Co=C+C+€+F, (3.56)
mit:
= kadzz A dzj AN de,
= Cpd2’ Nd2' A dz",
Cpdz’ Nd2d A deF,
= Cgrdz" Nd2 A d2". (3.57)

RN QA Q
|

Das Abzéhlen der Basisvektoren liefert, dass C unter lgys), C unter TSU(g), % unter
(3 +6)su(3) und € unter (3 + 6)sy(3) transformiert. Damit sind die relevanten Felder, fiir
die die quaternionische Struktur gezeigt werden soll, identifiziert. Der relevante Teil der
Wirkung (3.36)-(3.38) ist also bekannt und lautet:

1 1
Sq = — (= dDo® A x(@WeW) - e dY By A (dVBy)
1OM
1 1
—Ze”(‘”d(‘*)co A#(dWCo) = 7B2 A dPCy A dVGCy). (3.58)

Die Zerlegung in die SU(3) Struktur aus Gleichung (3.56) wird in (3.58) eingesetzt. Die
Darstellungen € und € werden herausprojiziert, das heiffit € = € = 0.

Damit alle Formen im selben Raum, dem Raum der (1,6)-Formen, liegen, wird By dua-
lisiert. Das bedeutet, dass die Gegebenheit ausgenutzt wird, dass ein Vektorraum und sein
Dualraum isomorph sind. In diesem Fall sind dies A3(T'M;g) und A"(TMg). Dadurch
wird die (3,0)-Form d® B, in der Lagrangedichte durch eine gleichberechtigte (1,6)-Form

4Die Dualisierung von By erfolgt in Anhang A.3.
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ersetzt. Die Rechnung wird in Anhang A.3 ausgefiihrt. Das duale beziiglich M, 5 skalare
Feld wird mit a bezeichnet. Dieses Vorgehen ist notwendig, da fiir eine quaternionische
Struktur symplektische Abbildungen definiert sein miissen, die die quaternionischen Koor-
dinaten aufeinander abbilden. Dafiir miissen die Koordinaten, dass heifit die Formen, im
selben Raum liegen. Mit Anhang A.3 ergibt sich:

1 1 _
So = = (= dDoW A x(dW o) — 562@‘4’65(4)0 A #(dDT)
10 e
—}le@“) (dDq — %(0 AdDT +T A dDC))

1 —
Ax (dDa — 5(CAd<4>0+CAd<4>C))). (3.59)
Um die Rechnungen zu vereinfachen werden zwei zueinander konjugierte Basisvektoren e
und € definiert:
€ = eypdz’ Ndzl A d2¥, €= egpdz" Adz? A dzF (3.60)
Die betrachteten Formen lassen sich in dieser Basis entwickeln. Da es sich ausschlieflich
um eindimensionale Darstellungen handelt, liefert die Entwicklung jeweils nur einen Ent-

wicklungskoeffizienten, im Gegensatz zur Verallgemeinerung in Anhang A.5. Sie werden
durch

W A ANdA N ANAT ANAINdE = dDe A €,

ijkagk
aijk@-,;dzi ANdZ NdZFANdZANdF NdZF = ae NE,
Cz‘jkdzi ANdZ ANdZFA = Ce,
Cogdz” Nd NdzF = Ce (3.61)

definiert. Um die Bezeichnungen nicht zu umsténdlich werden zu lassen, tragen die Ent-
wicklungskoeffizienten denselben Buchstaben, wie die zugehorigen Formen. Dies sollte nicht
zu Verwirrungen fithren, da im Folgenden ausschliellich die Entwicklungskoeffizienten auf-
treten. Die Definitionen (3.61) werden in (3.59) eingesetzt, woraus

1 1 _
So = — (—dDo™ AeneA+(dDDD AenE) — §€2¢(4)d(4)0 Aen*(dDT A
10
1 1 _
—Ze@(‘” (idYa — 5(—Od(‘")o +CdYC) AeNEA
1 —
#(ida — 2(~CdWT + TdIC) neA o) (3.62)

folgt. Dabei wurde beriicksichtigt, dass relative Vorzeichen beachtet werden miissen, die

auftreten, wenn Basisvektoren der Tangentialriume durchkommutiert werden, wie bei-
spielsweise bei Ce AdMC NE= —CdYC NeNE.
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Nun werden vier Formen definiert, in der die Metrik sich erheblich vereinfacht:

264

1 _
b= (9 +ia+ 5CT) - CdYT) nenE,
264

_ 1 — _
o= _° (@™ —ia+ SCT) - TdC) nene,
~ 1 P4)
0 = —=®dWC A€

\/5 )
_ 1 —
i = Va0 NE. (3.63)

V2
Dadurch vereinfacht sich (3.62) zu
1

So = (5 A*(F) + @A =(@)) (3.64)

(siehe Anhang A.4). Dies konnen jedoch noch nicht die gesuchten quaternionischen Koor-
dinaten sein, weil sie in unterschiedlichen Vektorraumen definiert sind und keine Addition
erklirt ist, denn es ist © € AY33, aber @ € A9, 5 Zur Behebung dieses Problems wird
mit € in Ab3? abgebildet. Die Abbildung lautet @ — @ A €. Danach werden alle Formen mit
#(©) dualisiert. Dadurch werden vier (1,0, 0)-Formen definiert:

020 " 1 .
vo= 5= (dW(e2® +z’a+§CC’)—Cd(4)C),

= 62<D(4) (4) 1 _— —
U= =0T = (a9 —ia + ;00) - CdC),

1
= O@ae) = —®qW
u (U N\ E) e’ dVC
V2 7
_ 1 —
7 = (6)(~ — = 2W )
u = *Y(aNe)=—=e* dYC. (3.65)
V2

Die Wirkung des universellen Hypermultipletts lisst sich nun durch diese Formen aus-
driicken:
1 _ _
So = —— (vA*(v)+u/\*(u)). (3.66)

2
Kip

Die Herleitung von Gleichung (3.66) aus (3.62) erfolgt in Anhang A 4.

Das die Formen des universellen Hypermultipletts die quaternionische Struktur einer
quaternionischen Kéhlermannigfaltigkeit bilden, wird in Anhang B.2 nach einigen allgemei-
nen Vorbemerkungen zu quaternionischen Kéhlermannigfaltigkeiten bewiesen. In Anhang

5Die erste Zahl bezieht sich auf die Stufe beziiglich M, 3, wihrend die letzten beiden Zahlen die Stufen
beziiglich Mg bezeichnen. Da es sich um eine fast komplexe Mannigfaltigkeit handelt, ldsst sich die Stufe
durch zwei Zahlen angeben: A»3F = AYT My 3 A ATFT M.
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A.5 werden Vorbereitung zur Einbindung des unter 6gy(3) transformierenden Hypermul-
tipletts in die quaternionische Struktur gemacht. Leider lie§ der Zeitliche Rahmen dieser
Arbeit die Einbindung der 63y Darstellungen in den Beweis nicht mehr zu.

3.5 Zusammenstellung der Ergebnisse

Die Wirkung (3.36)-(3.38) lésst sich unter Verwendung der Ergebnisse aus den Abschnitten
3.3 und 3.4 zusammenfassen. Sie lautet:

1 Py 1
Sia = 2K2, /gt [R(4) + RO - ZgabQCdaUgbdaagac] + Sor) + Sa(cs) + Sq
10
1
— o | (@9 By A (dWBy) + AL AW By A #(A A d D By)
K1o
e T ANCy A #(dVCy) 4 267 AV C A (A ADBY)) 4L (3.67)

Die 44, ;-Formen lassen sich noch kompakter schreiben:

]. 4 1 a Ci lea
Sia = g [ 4o VgORY + RO = 2900 gudrguc] + Sum) + Saes) + 5o
10
1
——— [ (d®By A x(d¥B
2, ( 0 /A *( 0)
+e712Y (@D Cy + Ay A dW Bo) Ax(dVCs + Ay AdDBy)) + ... (3.68)

Die Punkte deuten alle Terme, in denen #uBere Ableitungen d(® der Mannigfaltigkeit Mg
stehen an. Die Summanden sind durch folgende Gleichungen gegeben: Sy(gy in (3.48),
Socsy in (3.53) und Sp in (3.66). Die 4,4, ,-Formen lassen sich dualisieren, wodurch ei-
ne Kosmologische-Konstante auftritt. Die Dualisierung wurde in [12] durchgefiihrt. Der
kinetische Term der Metrik g,, der kompakten Mannigfaltigkeit Mg lédsst sich mit dem
kinetischen Termen des By Feldes zusammenfassen, dies ist in [5] geschehen.



Kapitel 4

Zusammenfassung

Thema dieser Arbeit war die Zerlegung der masselosen, bosonischen Typ IIA Wirkung, die
aus [13] entnommen wurde, fiir die Produktmannigfaltigkeit M; ¢ = M3 x Mg durch-
zufithren. Dabei wurde angenommen, dass Mg eine kompakte Mannigfaltigkeit ist, die
eine SU(3) Struktur besitzt, sodass, wie in [5] gezeigt wurde, eine vierdimensionale N = 2
Supergravitation definiert werden kann. Die Tensorreduktion unter SU(3) Struktur wurde
fur die Typ ITA Wirkung durchgefiihrt und die SU(3) Triplets wurden [5] folgend aus dem
Spektrum entfernt, um eine vierdimensionale Standard N = 2 Theorie ohne Gravitino-
Multiplett zu erhalten. Diese Bedingung fiihrte insbesondere dazu, dass die zehndimen-
sionale Metrik in Blockdiagonalgestalt zerfiel. Die Ergebnisse, die in [5] fiir den Neveu-
Schwarz-Sektor hergeleitet wurden konnten mit folgenden Ergebnissen des Ramond-Sektors
erginzt werden. Die nach der Zerlegung entstehenden Terme wurden ihren vierdimensio-
nalen Helizitdten nach zusammengefasst und die Matrix der Eichkopplungen der Felder
mit Helizitdt 1 konnte bestimmt werden. Dabei wurde ersichtlich, dass der Helizitédts 0
Anteil By des unter der 28¢0s) Darstellung transformierenden Feldes Bz die Eichkopplun-
gen neben der Metrik g,, der kompakten Mannigfaltigkeit Mg in Ubereinstimmung mit
den bekannten Ergebnissen fiir vierdimensionale N = 2 Supergravitation mitbestimmt.
Die SU(3) Singlets mit Helizitdt 0, die das universelle Hypermultiplett bilden, konnten
in einer Form geschrieben werden, in der sich analog zu [15] der Beweis fiihren lieB, dass
die Felder des universellen Hypermultipletts, in Ubereinstimmung mit den Bedingungen
fiir vierdimensionale N = 2 Supergravitation, die fast quaternionische Struktur einer qua-
ternionischen Kéahlermannigfaltigkeit bilden. Der Beweis wurde hier der Vollstandigkeit
halber noch einmal durchgefiihrt.

Leider lie der zeitliche Rahmen dieser Arbeit nicht mehr zu, den Beweis fiir die fast
quaternionische Struktur des universellen Hypermultipletts unter Einbindung des unter
650(3) transformierenden Hypermultipletts zu verallgemeinern. Einige Vorbemerkungen zu
diesem Thema wurden jedoch in Anhang A.5 ausgefiihrt.



Anhang A

Erginzende Rechnungen

A.1 Weyl-Reskalierung und Tensorzerlegung des ki-
netischen Dilaton Terms und des Kriimmungs-
skalars

Zu Abschnitt 3.2 werden hier die Rechnungen zur Tensorzerlegung des zehndimensionalen
Kriimmungsskalars R und des kinetischen Dilaton Terms, sowie die Redefinitionen (3.33):

oW = — iln(g(ﬁ)), und gl(fu) = 6_)‘4)(4>g,w. (A.1)
fiir diese Terme durchgefiihrt. Der hier behandelte Teil der Wirkung lautet:
S = / dl%\/—iée% [ﬁz + 4(3@)?] . (A.2)
Durch Einsetzen von (A.1) in (A.2) folgt:
g — /dloxmm6_4¢<4>62’\¢<4)e‘2®(4>+ln(g(6>)_% [é + 4(8@))2}

_ / A0/ g@ 2= [R+4(aci>)2] . (A.3)

Dabei wurde die Determinante G der Metrik bereits tensorzerlegt, denn mit

(Cap) — ( (9ab)  (Gan) ) _ ( (ggb) (ggy) ) (AA)

(gzzb> (gm/)

folgt V' —G — /—glagls, wobei fiir die Determinanten gl, = det(g,), und glg = det(gap)
gilt, und nach den Redefinitionen (A.1) gilt ¢@ = det(g}y), und ¢©® = det(gus).
Fiir den Kriimmungsskalar gilt allgemein:

R=G*(00T° 5 — 0T 1 + Tl — T TP 00 ). (A.5)
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Die Indizes A, B, ... laufen von 1 bis 10, die Indizes a,b, ... laufen von 1 bis 6 und die
Indizes a, (3, ... laufen von 0 bis 4. Mit dieser Gleichung l&sst sich die Tensorzerlegung fiir
den Kriimmungsskalar durchfiihren. Dabei erhélt man folgende Terme:

R = R|, + gemischte Terme + R|g, (A.6)

dabei wird R|; aus den Termen mit rein griechischen Indizes und Rl aus denen mit rein
kleinen lateinischen Indizes gebildet. Die gemischten Terme sind jene, in denen alle auftre-
tenden gemischten Indexkombinationen vertreten sind.

Da die Torsion nach Voraussetzung fiir R|; und die gemischten Terme verschwinden soll,
lasst sich nach dem Fundamentalsatz der Riemannschen Geometrie der Zusammenhang fiir
diese Summanden eindeutig durch die Metrik ausdriicken:

1 - A ~ A
[pp = §GCF( — OrGpp + OpGrp + 8EGDF)7 fir Rly und Rlgemisene- (A7)

Fiir die Ableitung des Dilatons folgt:

1
049 = 8Aq)(4) + ZéA ln(det g|6)

1 1
= 940+ - —— 9, det
A +4detg|6 adetglg

1
= 028 + 29" Oaga. (A.8)

Es ergibt sich fiir R|; nach der Tensorzerlegung:
Rly = g* (8,1 5 — OsT" o, + T# T 05 — T T, ). (A.9)

Die Berechnung von R|; in Abhéngigkeit der Metrik g|, liefert fiir den ersten Term aus
(A.9):

1
gaﬂaurlﬁaﬂ = §gaﬁau<g,uw(_awgaﬁ + aagﬁw + aﬂgaw))- (AlO)
Wegen der Symmetrie in o und (3 folgt:
aBa Tm L apy (
g aur af 59 au(g (_awgozﬁ + 2aagﬁw))
1
= §gaﬁ(auguw<_8wgaﬂ + Qaagﬂw) + guwau<_awgo¢ﬂ + anzgﬁw))a (All)
und mit
3agm - _gﬂ#g’waag;wa (A12)
folgt
1
gaﬁaul—waﬁ = §gaﬁaagawawgaﬁ - gwwaagawaﬁgbetaw
1
——gaﬁawawgag + gaﬁaw(‘?aggw. (A.13)

2
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Ebenso errechnen sich die restlichen Summanden und man erhalt:

Rls = —9*0°0.9as + 970" 0390 + 970" 910" gasp
1 (0% v ) 1 (0%
-9 B G 0 G 0 G — 59 50" g.507 goy

L 2 4G9, 50 u00e — 9P G0 Gos. (A.14)

Die Berechnung des ersten gemischten Terms aus (A.5) liefert:
GABY,TM %éABaM[GMP(—aPGAB +0uCrn + 05Cra). (A1)
Da aber nur echt gemischte Terme betrachtet werden, gibt es offensichtlich zwei Moglich-

keiten die Indizes zu wéhlen, ndmlich AB = a8, MP=mp und MP = uw, AB=ab. Damit
ergibt sich nach dem Verschwinden der letzten zwei Summanden wegen der Bedingung

Imp = 0O:

1 (07 mn
g PourM,, = —59 50 (g™ Ongap) + (a8 — ab,mn — pv)
1 (03 a 1 (07 C
= 5(9 B50°9ab0" Gop — 59 500G
1
+9"0" G, 0" g — —g“ba“’awgab)- (A.16)

2

Die restlichen Terme folgen wieder analog und insgesamt erhélt man fiir die gemischten
Terme:

Rlgemiscnt = —9™" 0" OGmn + 9°°0" 900" gav + ng”g”q(’?“gnpawgmq
—%lg“bgm”a‘”gmn&ugab — %g“bg“”(?”gwawgab
— " O°Ocgy + 90 Gpg0 o + %g“ag”ﬁ 0°GapOcGun
—ig“ﬂ 9" 0°900cGas — %gabg“”acgwacgab- (A.17)

Jetzt muss noch g, durch g} ersetzt werden. Dabei werden ™ Vorfaktoren zunéichst
weggelassen, da man sie den Termen am Ende der Rechnung leicht ansehen kann, denn
es gilt: Treten zwei Vierer-Ableitungen d, auf, so muss ein Faktor e~ A2 beriicksichtigt
werden. Desweiteren werden alle Terme, die das reskalierte R|(4) ergeben weggelassen, das
betrifft die Terme, in denen in der Definition von R4 g, durch g ersetzt wurde. Die
reskalierten Kriimmungstensoren der Mannigfaltigkeiten M; 35 und Mg werden durch RW
beziehungsweise R(®) bezeichnet, wobei in diesem Fall R©® = R| gilt, da nur die vierdi-
mensionale Metrik reskaliert wird. Die Reskalierung wird fiir R|4 aus Gleichung (A.14) am
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vierten Summanden durchgefiihrt:

1 (e} UV Qw 1 (e} v ) 1)
_z_lg Pgo 9opOup = —ng Fgtom (MO CI)(4)gg% +0 gé?/)i)()‘aw(b(4)gﬁrj +5’ng43)
1
— _1(4)\@‘0@(4) + g<4>aﬁawgg%)(4)\awq>(4) + 9<4)W8w9,(fy>)

= —AN0°0WY, W — \gW a1, gl (A.18)

Die Berechnung der anderen Terme folgt analog und fiir den Teil, der durch die Reskalierung
von R|4 zusitzlich zu RY auftritt ergibt sich:

3 2 qwF (4 4 4) qu
{R’4}reskal = _5)\ 8 (D( )awq)( ) + 3)\6“‘1)( )(9 g;(fu)
3
=30070,0(0 — 2 g0, 611, (A.19)

Die Reskalierung der gemischten Terme werden ebenso berechnet. Fiir sie ergibt sich:

{R|gemischt}reskal = _)\gmnawgmnawq)(él)
—5A29°0M 9. o™ — gxg“)aﬁa%(‘*)acggjg — 400°9, W

—2XG™" 0 GO ®W + AN’ g 0" D). (A.20)
Der kinetische Term des Dilatons wird mit (A.8) ebenfalls reskaliert:

PP = O°DPI.D+ 0PI, P

1 1
0@V BY + S g O OV 0g, + 120" 9" 0 Gmn DG

1
_gmngabawgmnawgab. (A21)

1
+0° @0, @0 4 29" 00D, g0 + 1

Zusammenfassend ergibt sich fiir Gleichung (A.3) mit (A.14), (A.17), (A.19), (A.20) und
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(A.21):
S — / A0z /g@ =20 [1%+4(a<1>)2}
_ / d%z+/g® [R<4> + e 2R — AQaw 19,0 + 3 0o g

3
—3)040,0W — §Ag<4>aﬂawq><4>awga;

mn Yw a. %4 3 )
—g"" 0% D Gran + 90" g )0 g + 29" "0 GupDes I

1 1
—Zg“bgm”ﬁwgmnawgab = 59" 0% 9,3 Qg
—20) vAace « 3 « viB ac
Le2® ( Huv geg guv ) 4+ g Bapgpqaqg + 4g(4)u gWhy gaﬁacgw
1 « UV QC 1 vV QC
49(4) [3 lu a gy,l/ 809(()46) 2 :U' a gp,y acgab)
G0 G 0,y @Y
5

+6—2¢(4>( B 5/\236@(4)&:‘13(4) /\g(4>a[330q)(4)acgg% — 4/\3685@(4)

— NGO G 0D 4 AN "D )

1
_|_4(672<I>(4) (acq)(4)acq)( + 2gabacq)(4 acgab + Egmngabacgmnacgab)

1 1
+0°dW9, oW + 5gabawq><4 Oufat + 769" gabﬁ“’gmn&,gab)]. (A.22)

Zur weiteren Vereinfachung wandelt man die doppelten Ableitungen mittels folgender
totaler Divergenzen um:

0 = 9u(vV9lag" 9" Ongas)
= \/g_h(%gpngBacgpwachB - gABanPQanAB
—g" g% 4poOcgan + g0 0cgan). (A.23)
Daraus folgt:

g*P0%0cgap = g*P0O.gap + 9*P00,94p
1

= —=9™g

AB
o°
2

900,915 + 970950 gap + 979270 9pqOsgan

1
—59™9" 09,00 a5 + 9" 0 900" g a1

+9" 499" 0°gpq0egan, (A.24)
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sowie

1
9°0,0W 4+ 9°9,0W = ~59 g o go, e

1
_l_aocg((jﬁ)aﬂq)(@ 2 4)lwacg(4)8 (I) + aagababq)@). (A25)
Damit und mit A = 2 folgt
S = / azy/g0e 2 [ R+ 4(99)?]

1
— /dlox g(4)[R(4)—28“’<I>(4)8w@( 4g " GP10% GrpOio Gmyg

— (4) vV OcC o 4 3 (0% 14 C 4
+e 22 (_ @ g 30959 + g@ Bapgpqaqgéﬁ) + Zg(4)u gWry ggl acgl(jly)

1
g(4)a5 ””(‘3ch (94]&3 2™ G0 @@ + 20,0 W

4
~160°¢W0.0M — 29909 dWo,g") — 20°0. 0
~ 0 950" 9abg™ — §"* 9" 0 GpeDegar + RV). (A.26)

Da die Oberflichenterme auch separat verschwinden, gilt:

: 1
= /dlox\/g(‘l) [R(‘“ + R©® — 29#dWg, oW 4g " g*10% §1pO. Gimg

_op4) 1 a B Aac 1 « v ac
—2¢™" 0 G 0. — 169°0W 9, — g<4>aﬂaC<I><4 8cg$>

1 4 1/ ab qc
—29( v gabey gm, 8cgab)] (A.27)

A.2 Herleitung zu Gleichung (3.40)

Gleichung (3.40) soll hier bewiesen werden, sie lautet:
AR

SQ(R) — 4 lex ( K > ;
M 8[MCV J[ab] Bab gacgbd 8[#0 .

= /d(4)01 A *(dDCy) +2dDCy A +(Ar A dP By)
M
+ A1 AdY By A x(Ap AdYBy) 4+ dPD Ay A x(dP AY), (A.28)

mit den Feldredefinitionen

él = Cl - B(] A Al, und 1211 = Al. (A29)
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Nach Ausmultiplikation ergibt sich aus Gleichung (A.28):

_4’%052(1%) = /dlox V 9(4)9(6)((1 + (BO)Q)G[MAV]a[MAV} + 8[MAV}BCda[Néy] [cd]
M
+8[Méy][ab]Bab8[“[1V] + 8[NOV][G,)}8[“CW”“”]). (A.30)

Hier bietet sich die basisfreie Schreibweise an, um die Definitionen fiir 1211 und C~’1 einzuset-
zen. Basisfrei lautet Gleichung (A.30):

_4“%052(3) = /((1 + (Bo)z)d(“)jh A *(d(4)f~11)

M
+2By AdD Ay A(dDCh) + dDCy A x(dDCy)), (A.31)
und nach Einsetzen von (A.29) folgt:
1
Sar) = T (14 (Bo)?)d™ Ay A #(dD Ay) 4+ 2By A dD Ay A 5(dD(Cy — By A Ay))
10

+d(4)(01 — By ANA) A *(d(4)(01 — By A Al)))

= / (14 (Bo)?)dW Ay A %(dDAy) + 2By Ad® Ay A x(dDCy)

M

+2By AdW Ay A x(A; AdYBy) — 2By AdW Ay A x(By AdWY Ay)

+2dDCy A x(Ay AdYBy) — 2dWC) A ¥(By AdD Ay) + dDCy A x(dDCy)

+A; AdY By A x(Ay AdYBy) 4+ By AdW Ay A x(By AdPAy)

—24; AdW By A #(By A dW A). (A.32)
Weil wegen der Vertauschungsrelation [x®, x]
keiten M; 3 und M die Relation

Bo AdW Ay Ax(By AdPA) = By AxO(By) AdP A A xDdW A,

(Bo)2d™W Ay A x(dWAy) (A.33)

= 0 der Stern Operatoren der Mannigfaltig-

gilt, folgt die Behauptung.

A.3 Dualisierung von B,

In diesem Abschnitt wird die in Abschnitt 3.4 benotigte Dualisierung von By nach [12]
berechnet. Die Dualisierung von Bj ist wegen des Anteils proportional By vom Chern-
Simons-Term nicht trivial und im dualen Feld werden zusétzliche Terme auftreten. Die
Terme, die bei der Dualisierung beriicksichtigt werden miissen lauten:

1
Sy, = (e DB, A x(dYBy) + By AdDCy AdVCy).  (A.34)

T2
4k 1o
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Wie iiblich gilt auch hier die Konvention * = *®x©®  Unter Ausnutzung des separaten
Verschwindens aller Oberflichenterme! von M; 3 und Mg folgt:

1 4
Sp, = (e d® By A(dVBy) +d¥By A Cy AdDCy).  (A35)

T2
4K,

Gleichung (3.56) wird eingesetzt und die dort identifizierten (6 + 6)sy(3y Darstellungen
werden gestrichen:

Sp, = —i%o (e d® By A (dVBy) + dVBy A (C A dYT +C A dDC)).
(A.36)
Es wird ein Feld H3 und eine 6,-Form a als Lagrangemultiplikator eingefiihrt:
Sp, = —% (e=*“ Hy Ax(Hy) + Hy A Jy + 2iHs Ad@Pa)),  (A.37)

wobei J; = CAdWC +C ANdMC gilt. Die Bewegungsgleichungen durch Variation von Sp,

nach den Feldern Hs und a, d.h 6”32'3 f£3 liefert als Bedingung fiir a, dass Hs die

Feldstirke? einer 2, ,-Form sein muss:?

bzw.

H; = dYB,, (A.38)

und fiir die Variation von Sp, nach Hj folgt

1
<5 = —§e4¢(4)(2¢d<4>a +h), (A.39)

weil das Skalarprodukt eine symmetrische Bilinearform ist, weswegen %(Hg A *(Hs)) =

2(%) A xHj gilt. Man erhélt Hs durch Operation des Sternoperators . Setzt man die
Bedingungen in (A.37) ein, so ergibt sich:

1 4™ /. (4 1 - (4 1
Sp, = _Kfo/(e (zd( )a+§J1)/\>k(zd( )Cl+§J1>)- (A.40)

!Die Oberflichenterme von M 3 verschwinden per Definition und die von Mg aufgrund der Kompakt-
heit.

2Diese Felstirke wird durch das duBere Differential d(*) gebildet.

3Dies ist auch die Bedingung fiir das Verschwinden des addierten Terms
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A.4 Herleitung zu Gleichung (3.66)

Der Beweis der Aquivalenz von Gleichung (3.66) und (3.62) wird durch schrittweises Ein-
setzen der Definitionen (3.65) und (3.63) in (3.66) gefiihrt. (3.66) lautete:

= ——/ v A *(U) +uA*(T )) (A.41)
Fiir den ersten Summanden aus (A.41) ergibt sich mit (3.65) und (3.63):

64(1)(4) (4) 1 —
/U/\*(U) = / —((d e +z’a+§C’C)—C’d(4)C’>/\*(6)(e/\E)

4k,

M M

1 —
A+ (d(e=22@ 4 ja + 5CC) - CdIT) A eNF). (A.42)

Dabei wurde beachtet, dass [d¥,*(®] = 0 und (*(9)%e A € = € A € gilt. Fiir den nichsten
Schritt werden folgende Rechenregeln benutzt:

d (e 2" +ia — —CC) CdVC = —2¢22YqMe™ 4 jg™ +3 + Lawee + cavo
—CdWC
= 22V W™ 4 g 4 %(d(“)(]@ —cdW0),
(A.43)
und
AW (e=22W 4 jq — %(15) —CdWC = —2e22Y WM™ — g — %(d“)CU — CdW0),
(A.44)
sowie
ENE= —€NE. (A.45)

Damit folgt fiir (A.42):

Pp(4)
- 1 e _
/ vA*@) = / (= 2e72"a90 1 idWa 4 S (dCT - CdVT))

4K,

M
A *© (e A7) A KW

4 1 — —
(— 26722 aWo® — jd@Wq — 5(d<4>cc — CdT)) Aene)

AP 20 g “ B )
= /4%((—% dYoW +id a+2(d )CT — CdVT)) Aene

A 53 *(6)(( — 27 22Y g™ _ i — %(d@)Cé — Cd(4)6)) A E).
(A.46)
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Der letzte Schritt lasst sich zum einen durch die Invarianz des Skalarproduktes unter der
(6 Abbildung erkliren, das heiBt beide Eintréige des Skalarproduktes < a,b >= [a A b
werden mit *(®) abgebildet. Zum anderen durch einfaches Durchkommutieren der Basis was
wegen *(®) (eA€) = 1 und der Tatsache das eA€ eine 6-Form ist, also beim Durchkommutieren
kein Vorzeichen liefert, moglich ist.

Es sei hier noch einmal erwéhnt, dass seit der Tensorzerlegung in Abschnitt 3.2 die
Kurzschreibweise * = @« gilt. Es folgt wegen der Symmetrie von < a,b >= [a A xb in
a und b, dass der d¥®® Term ausschlieBlich mit sich selbst koppelt. Schematisch bedeutet
diese Gegebenheit fiir (A.42):

<a+1ib,a+itb> = <a+ibja—ib>=<a,a>+ <bb>, (A.47)
wobei a dem d®® Term entspricht. Damit folgt fiir (A.42):

1

/u/\*(v) = —— [ (—dDW nenEn#(dDDD A e nE)
k1o

M

1 1 - —
—Ze‘@(‘” (dYa — 5(—Od(“)c +CdYC)) NeNEA
1 —_
#(dYa — Z(CdT + TdIC) nen 9), (A.48)
was aber genau dem ersten Teil von (3.62) entspricht.

Nun wird der zweite Teil von (A.41) berechnet, indem die Definitionen der Felder ein-
gesetzt werden:

204

/u AN*(u) = — / 62/@2 dWC A *(6)<€ NE) A *(4)(d(4)€) AeNE. (A.49)
10

M

Jetzt folgt mit € A (€ = € A € aufgrund der Selbstdualitit von A%, das bedeutet *© :
APY — A37937P wie sie fiir fast komplexe Mannigfaltigkeiten der Fall ist (und mit den
bisherigen Rechenregeln), fiir (A.49):

254

Juns@ = = [ GoaCnens® O @OT no), (A50)
10

M

was aber nichts anderes als der zweite Teil von Gleichung (3.62). Damit ist die Gleichheit
von (3.66) und (3.62) bewiesen.

A.5 Zusatz zu Abschnitt 3.4

In diesem Abschnitt soll die Wirkung des Hypermultipletts inklusive der 6 + 65(](3) Dar-
stellungen angegeben werden. Alle beitragenden Formen wurden bereits in Abschnitt 3.4
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identifiziert. Sie sind hier noch einmal zusammen mit den zugehorigen Rdumen aufgelistet:

C, 6, a, P 1SU(3); a,d e A3’3, -
f : (§+§)SU(3), C € A3Y, g € A3, (A.51)
4 : (3 + 6)SU(3), € e A2’1, € e A2
Die Basis der entsprechenden Rdume wird in Tabelle A.1 aufgelistet und es werden neue
Basisvektoren definiert, wobei I,.J,... =1,...,9 gilt.
Raum Basis Dimension Bez. der Basisvektoren
A33  dxt Adad Adak Ada® A da? A daF 1 e
A3 dz' Adaxd A dac’iC 1 E°
AO3 daz? A da? A daF 1 E°
A1 dzt A dz? A da 9 E!
A2 dat A dz? A dzF 9 EI

Tabelle A.1: Basen der Raume der betrachteten Formen

Die Nummerierung der Basisvektoren ldsst sich immer so wéhlen, dass fiir das Dach-
produkt
E°AEY=e, FEIAET=5c (A.52)
gilt. Wie iiblich gelten in der Basis auch folgende Relationen:
EONEO = —FEOAE’, EIAEI=_FEIAEL (A.53)

Das hat zur Folge, dass ie = ie gilt, und somit ie reell transformiert. Fiir den Stern Operator
#(®) der fast komplexen kompakten Mannigfaltigkeit Mg gilt allgemein [11] die Beziehung;

(6 . Aob  A3-b3—a (A.54)

Das bedeutet insbesondere, dass die betrachteten Vektorraume selbstdual sind, da die Stern
Abbildungen *©® : A30 — A30 (6 . AZL _ A21 ynd %) : AV2 — A2 lauten. Was
wiederum zur Folge hat, dass das Hodge-Dual jeder Basis in sich selber entwickelt werden
kann:

«OF0 = RO xOF0 = —iED",

*(6)Ef — iOéijj, *(G)E _ —iozfj Ej. (A55)

Da diese Vektoren eine Basis der Rdume der Formen bilden, lassen sich die Formen in
ihnen entwickeln. Die Entwicklung lautet:

C - OoEO,

¢ = C;E', = Bl (A.56)
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Nach der gewéhlten Basis und der Entwicklungen der relevanten Formen in dieser Basis,
werden die Entwicklungen in die zu betrachtende Wirkung eingesetzt. Die zu betrachten-
de Wirkung ist die in (3.58) gegebene, wobei By wieder dualisiert wird, wie in Anhang
A.3 geschehen, ohne diesmal Formen herauszuprojizieren. Die Erweiterung auf zusétzlich
beitragende Formen ist dabei trivial und duflert sich darin, dass im J; Term zusétzlich
€ NdYE +F N dYE auftritt. Nachdem die Entwicklungen (A.56) in die resultierende
Wirkung eingesetzt wurden ergibt sich:

1
Sg = — AP A *(d(4)q)(4))
Ko (
e4q><4) 1 o
+ (id¥ae — 5(OOEO AN dDCGEY + CyEO A dWCyE°

+CET AN AWCLET + CET A dWCGED)

1 o
A (idPae — 5(COEO AN dYCHES + CyEO A dWCyE°
+CET N dVTIET + T ET A dWC;ET))

26 (4) 2p(4)

C AN (CyE®) A +dD(CoED) — &

dD(C;EN A xd™(CTEY)).
(A.57)
Der kinetische Term d* (CyE°) A xd™® (CoEO) entspricht dabei dem, der bereits in Kapitel

3.4 behandelt wurde. Dort galt fiir die Basen E° = ¢, E9 = € und e=¢ A €.
Wichtig in dieser Betrachtung ist der neu auftretende kinetische Term:

2p(4) A Jp— 62q><4) e A S
— dY(C;EN A xd W (CGET) = — 5 dVC; AxWdWC; A BT A KO B
(A.58)
Fiir den mit den oben angegebenen Rechenregeln folgt:
geg g g
62®(4) — s .
= T(o/ OADC A ADTT) Ade, (A.59)

Dabei wurde verwendet, dass * = 4% gilt und die Antikommutationsrelationen (3.14)
erfiillt sind. Dies lasst sich nun mit dem bereits berechneten Term fiir Cy zusammenfassen.

Dazu wird zu den neun Komponenten eine Nullte hinzugefiigt:

ol = ( é (O?,:) ) . (A.60)

Damit hat man einen Index I, J,... der von 1 bis 10 lduft definiert (ebenso wird ein §'”
definiert, mit 67/, das um 6% = 1 erweitert wird). Mit diesen Definitionen ldsst sich (A.57)
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zusammenfassen:
Sy = L/{d<4>¢<4>A*(d<4>¢<4>)
“%o
M
64<I>(4> 1 o
+ (id“a - §(Cfd(4>c ;= Crd )6t

1 _ PR
A 5@ (id(4)a _ 5(611(11(4)621 _ C’Id(4)cj)5fj)

26(4)

+ (aJKéle(4)C’I A *(4)0[(4)0_])} A de. (A.61)
Das Wichtige hierbei ist, dass direkt die Struktur aus vierdimensionaler Sicht erkennbar
ist, da das Volumenelement ie der kompakten Mannigfaltigkeit Mg ausgeklammert wurde.
Es lassen sich wie in (3.65) Formen definieren:

(4)
€2<I>

4 1 - A
v o= (d(4)(6_2¢( g ia) — §(Old(4)OJ — Cfd(4)CJ)5U),
€<1>(4)

d ey, A.62
\/§ I ( )

ur =
womit folgt:

1 N
So = T/ {v A7 4+ a5 A *(%—J} Ade. (A.63)
K

0
Die Metrik o’ 7% ist durch die Metrik der kompakten Mannigfaltigkeit bestimmt (ver-
gleiche (3.46)).

Der néchste Schritt wire der Beweis, dass die in (A.62) definierten Formen des Hy-
permultipletts nach Streichung der Triplets ebenfalls eine quaternionische Struktur bilden,
wie es fiir das universelle Hypermultiplett der Fall ist. Dieser Beweis konnte aus zeitlichen
Griinden in dieser Arbeit leider nicht mehr gefithrt werden.



Anhang B

Quaternionische Struktur des
universellen Hypermultipletts

In diesem Anhang soll [15] folgend bewiesen werden, dass die Formen des universellen Hy-
permultipletts eine quaternionische Kéhlermannigfaltigkeit bilden. Dazu folgen zunéchst
einige Vorbemerkungen zu allgemeinen Eigenschaften quaternionischer Kéhlermannigfal-
tigkeiten.

B.1 Quaternionische Kihlermannigfaltigkeiten

Die Holonomiegruppe der quaternionischen Kéahlermannigfaltigkeiten ist eine Untergruppe
von Sp(1) ® Sp(n/4).! Aus der flachen Metrik in Koordinaten

Sq4bB 1= €apllaB, (B.1)

mit

w3

w = (O o) me=( ) (B.2)

n
4

lasst sich jede Metrik h einer quaternionischen Kahlermannigfaltigkeit durch das Vielbein-
feld V24 erhalten, wobei die groBen griechischen Buchstaben Koordinaten der Mannigfal-
tigkeit bezeichnen:

hro = spacB Vi VEE. (B.3)

Fiir die Inversen gilt (e,) 7! = €®, (E4p)~! = EAP und (V#4)~! = VI, In dieser Schreib-
weise lassen sich die Indizes mit den Matrizen € und E herauf und herunter ziehen. Die

Man beachte dass die Sp(1) isomorph zur SU(2) ist, und dass die quaternionische Algebra die SU(2)
erzeugt.
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Metrik ist, wie fiir eine Metrik gefordert, symmetrisch in ihren Indizes, denn die Ver-
tauschung der kleinen und grofien lateinischen Indizes fiihrt gerade zur Vertauschung der
griechischen und liefert genau zwei Minuszeichen, damit gilt:

hre = spacsVi* VY. (B.4)

Die Klammer (a . .. a,) bedeutet, dass in den p Indizes symmetrisiert wird, mit der Normie-
rung 1/p!, die dazu fiithrt, dass fiir einen in allen Indizes symmetrischer Tensor Fq,. 4,) =
Fy,..q, gilt. Die Vielbeinformen sind 1-Formen, fiir die in der Basis gilt:

ved = yveddat (B.5)
Aus ihnen lasst sich nun eine 2 x 2 2-Form-Matrix definieren:
J = 25,48V A NV, (B.6)

Im Vergleich zu Gleichung (B.4) erhélt man die Tensorkoeffizienten (J% )re der Basis
dz' A d2® durch Antisymmetrisierung in den Tangentialraumindizes:

(J*)re = spacsVi Vel (B.7)

Auf jeder quaternionischen Kdahlermannigfaltigkeit ist eine Konjugation erklért. Es lasst
sich fiir die Vielbeine immer erreichen, dass die flache Metrik die Konjugation der Vielbeine
induziert:?

SaasgV'P = VoA, (B.8)

Damit folgt fiir die konjugierte Matrix (B.6):

Jo, = 2Ved A VA
QVaA A VA = b (B.9)

a

Das bedeutet, wird J, mit einem Vorfaktor ¢ versehen, so ist die entstehende Matrix i.J¢,
hermitisch. Des weiteren ist sie, ebenso wie J%, selber, spurlos:

QSaAbBVaA AVPE = —QSaAbBVbB A VA
= —QSbBaAVbB AVA = —QSaAbBVaA A VbB,
=J' = 0. (B.10)

J(l

a

Der Vektorraum der spurlosen hermitischen 2 x 2 Matrizen wird durch die Paulimatrizen
aufgespannt, die in (2.4) definiert sind. Die Entwicklung in diesen Matrizen definiert einen
dreidimensionalen Vektor J/, I = 1,2, 3 von 2-Formen mit

- “ J T —iJ?
sz:JIaIb:(J1+Z.J2 3 ) (B.11)

?Der Beweis wird hier nicht gefiihrt, da die Vielbeine in dieser Arbeit explizit konstruiert werden und
diese Bedingung fiir sie gezeigt werden kann.
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Nun soll gezeigt werden, dass die J? die quaternionische Algebra erfiillen. Die Kompo-
nenten des dreidimensionalen Vektors erhiilt man durch Multiplikation der zugehorigen of
Matrix:

1

= —2iVed A (gl7, V), (B.12)

Nun wird das Produkt der J? berechnet. Dies geschieht, indem die Tensorkoeffizienten der
Formen mit den Indizes der Mannigfaltigkeit als Matrizen aufgefasst werden, die wie iiblich
multipliziert werden:

) 1 a c =
JOTe™ = —;Laibﬁg’d(J (e (B.13)

Dafiir muss also zunichst die Multiplikation der Matrix J® berechnet werden. Dies soll
nun geschehen. Mit Gleichung (B.7) folgt:

(e = EapEop(VitVP o) (Vi VeP)
a. @ C
= M Ecp(VI VI (VEVED). (B.14)

Wegen VALYV, pr = 6265 folgt:
(']ab)f‘@(JCd)G)E — EbCEADVI?AVEdD + EdeACVIgAVEcC
“EppVEPVAP + v Ep VEBVEC. (B.15)
Wegen Gleichung (B.4) und (B.7) gilt aber:

1 1
EABVI?AVGZ;B = —§6abh1"@ + §JF% (B16)

Diese Relation wird nun fiir alle vier Summanden in (B.15) eingesetzt, woraus sich
(Jab)FG(ch)eE — _<€ac€bd + EadEbc)h[‘E
—S (€I + I+ T+ ) (B.17)

ergibt. Unter Beachtung, dass fiir die Metrik hreh®= = 6= gilt, folgt damit fiir (B.13)
schliefflich:

= 1 = 1 =
JIFGJJG)_ — _iedbeacalfao—gdaf + 5O_Ia bUch(J c)r_

= —§MEE 4 IR K E (B.18)

Die Formen J! erfiillen damit die quaternionische Algebra.



B.1. Quaternionische Kahlermannigfaltigkeiten 57

Die lokale Sp(1) ® Sp(n/4) Symmetrie fiihrt zu einem entsprechenden Zusammenhang
W, der sich als

WaAbB = 5317&1; + 5quB (B.19)
schreiben ldsst, wobei p der zu Sp(1) und ¢ der zu Sp(n/4) gehorende Zusammenhang ist.
Das Vielbein muss kovariant konstant unter diesen Zusammenhéngen sein:

0=DV* = qVod 4+ W A VPE, (B.20)

Der Zusammenhang W ist offensichtlich eine 1-Form, denn da die duflere Ableitung die
Stufe um 1 erhoht, muss das Dachprodukt mit W dies ebenfalls tun. Nun lassen sich
auch die kovarianten Ableitungen der quaternionischen Strukturen berechnen. Dabei wird
ausgenutzt, dass mit (B.7) ein Objekt definiert wurde, das keine Sp(n/4) Struktur mehr
trigt, da es keine nicht kontrahierten grofien lateinischen Indizes mehr beinhaltet. J®
transformiert damit als Singlet unter dem Zusammenhang ¢*'5. Die kovariante Ableitung
fiir J% lautet also:

DJ® = 2D(E gV AVPE) =2D(VAAV?))
= 2DV AVY, =2V ADVY,
— 2(aV 4 AVA L g AVIC) AV,
VAN (VP 4+ AV 4+ ¢Cy AVY)
= dJ? 4 2(pt AVANVE P AVEAATE,)
+2(ch AVECAVE, —C  AVAN Vbc). (B.21)

Die beiden letzten Terme heben sich gegenseitig weg, womit die Invarianz unter Sp(n/4)
gezeigt wurde. Fiir den Rest ergibt sich nun:

0=DJ" = dJ®4+p* ANJ?P—p° AT (B.22)

Nach Multiplikation mit den o/ Matrizen erhélt man die gewiinschte kovariante Ableitung
der J' nach Definition (B.12):

0=DJ' = dJ' —ie’%alp® A JE, (B.23)

weil aber Sp(1) isomorph zu SU(2) ist, und der Sp(1) Zusammenhang wegen seiner In-
dexstruktur eine 2 x 2 Matrix sein muss, kann er wie J% in den ¢! Matrizen entwickelt
werden. In Gleichung (B.23) stehen bereits die Entwicklungskoeffizienten des Zusammen-
hanges, denn analog zu Gleichung (B.12) lassen sie sich wie folgt definieren:
Z’ a
pl = —§U£bp b (B.24)

In dieser Schreibweise lautet Gleichung (B.23):
0=DJ' = dJ"+ 2 5p! A JE. (B.25)
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Es ldsst sich zeigen [10], dass die Feldstéirketensoren F’ des Sp(1) Zusammenhanges pro-
portional zu J! sind, das heifit, dass mit

F' = dp' +ie""Kp? A p& (B.26)
fiir J!
Fl, o Jl, (B.27)

gilt.

Es gilt ebenfalls: Ist Gleichung (B.27) und Gleichung (B.18) erfiillt, so handelt es sich
um eine quaternionische Ké&hlermannigfaltigkeit. Diese Bedingungen werden im folgenden
Abschnitt fiir das universelle Hypermultiplett gezeigt.

B.2 Beweis zur fast quaternionischen Struktur des
universellen Hypermultipletts

Der Beweis, dass die in Abschnitt 3.4 gefundenen Felder des universellen Hypermultipletts
mit der dort gefundenen Metrik die fast quaternionische Struktur einer quaternionischen
Kéhlermannigfaltigkeit bilden soll nun gefiihrt werden. Die Vorgehensweise wurde aus [15]
iibernommen.

Fiir den Beweis werden die allgemeinen Konstruktionen aus vorigem Abschnitt in der
in (3.65) gefundenen Basis

€2¢(4> (4) 1 —
vo= 5= — (dW (e +m+500)—0d<4>c),
- o5 _ e Lo
7= =07 = o (dW(e" —iat 5C0) - Ta¥0),
1
— «O(GAE) = @ 1(4)
u = xV(uNE)=—=e" dVC,
( ) V2
_ 1 —
T = O (F A = 2 @)
u = xV(uNe)=—e dYC B.28
(@Ae) 7 (B.28)

konstruiert. Die Metrik in (3.66) lautete

1

So = (v A*(®) +uAx@). (B.29)

und entspricht der in (B.4) gegebenen. Dazu wird ein Vektor V| das Vielbein, und eine
Matrix s, die flache Metrik, definiert:

V.= (B.30)

| —
_ o O O
|
)
|
O =
OO O
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Dadurch ldsst sich (B.29) umschreiben:

1
Sog = ——5 [ VAx(soV). (B.31)

2
Ko

Die Matrix s ist nun aber nichts anderes, als die Flache Sp(1) ® Sp(1) Metrik aus Glei-
chung (B.1). Um dies einzusehen, werden, wie in (B.1) Objekte mit der Sp(1) ® Sp(1)
Indexstruktur gesucht. Genauer bedeutet das, dass die Objekte aus (B.30) einen Doppe-
lindex erhalten, wobei die kleinen und die grofien lateinischen Buchstaben je fiir eine der
Sp(1) Darstellungen steht. Die Flache Metrik s ldsst sich dann in der Basis schreiben als
s=e® E:3

SaabB = €apBap, mit e =FE = ( _(1) (1) ) : (B.32)

Diese Wahl bedeutet fiir die Indexstruktur von V:

yed = < v 3), (B.33)
—-u v
wobei a,b,...=1,2und A, B,... = 1,2 gilt. Mit diesen Definitionen folgt fiir (B.31):
1 1 aA bB
SQ = —— V/\*(SOV) = -5 \% /\*(EabEABV ) (B34)
’ﬁoM K10

Nun lésst sich die 2 x 2 2-Form-Matrix (B.6) durch die Formen (B.28) des universellen
Hypermultipletts definieren:

(JP) = (EogVA AVPE) = ( 2vAu v/\v—l—u/\u)’

VAU+uNT 20N N

oy _ [ VATHUAT  20AT
= W = ( —2uAu —vAv—uAﬂ)' (B:35)

Die Bedingung (B.9) der Antihermitizitéit ist wegen J_“b = —J% ebenfalls erfiillt, ebenso
wie die der Spurlosigkeit. Damit lisst sich iJ?%, in den Paulimatrizen o entwickeln: J? =
iJ%a'%. Der Vergleich mit (B.11) zeigt:

(TAT—vAu)
(JH = di| i@ATa+vAu) |. (B.36)
VAT +UuUNT

Diese drei 2-Formen erfiillen nach Gleichung (B.18) die quaternionische Algebra. Nun bleibt
zu zeigen, dass die Kriimmungstensoren des Sp(1) Zusammenhanges proportional zu den

3¢ und F sind die flachen Sp(1) Metriken aus Anhang B.1.
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J! sind, das heiBt dass sie Gleichung (B.27) erfiillen. Dazu wird zunéchst der Sp(1) Zu-
sammenhang p®, durch die Forderung des kovariant konstanten Vielbeins V4 unter der
in (B.20) definierten kovarianten Ableitung bestimmt, nach der gilt:

0 = DYeA — g@Wyea + %y A VA 4 qAB A VOB,
(B.37)

Koordinatenunabhéingig bedeutet das:
—dYV =(p1+10q9 AV, (B.38)

wobei in diesem speziellen Fall des universellen Hypermultipletts im Vergleich zum allge-
meinen Fall in Abschnitt B.1 sowohl p als auch ¢ Sp(1) Zusammenhénge sind.

Bisher wurde kein Bezug auf die spezielle Form der Formen u, v, w und ¥ genommen.
Dies éndert sich nun, da nach (B.37) die &uBeren Ableitungen betrachtet werden miissen.
Sie lassen sich mit den Definitionen der Formen (B.28) berechnen:

291
1 _
A9y = d@D(C(g@ (2P L1 20T — CdDT
v (2/110( (e +za+2 ) ))
24(4)
= 2dW Ay — DO A dDT
K10
= 2d9dW Ay —u AT (B.39)

Dabei wurde die Bedingung (d¥)? = 0 benutzt. Die Berechnung der anderen Formen folgt
analog, und mit

1
dYeW = —5(+7) (B.40)

lassen sich alle Ableitungen ausschliefilich durch die in (B.28) definierten Formen aus-
driicken:

dYv = —(v47T)Av—uAT,
dYG = —(v4+T)AT+uAT,
1
dDy = —5(0+7) A,
1
dYa = —5 0 +7) AT (B.41)

Damit lasst sich Gleichung (B.37) lésen. Die Sp(1) Zusammenhénge p und ¢ werden dabei
in den of, I = 1,2,3 Matrizen entwickelt, was wegen Sp(1) ~ SU(2) méglich ist. Die
Entwicklung liefert:

—dWver = (6pplo™, + diqlaT ) A VPP, (B.42)
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Um eine Ubersicht iiber die Rechnung zu erméglichen, soll der Zusammenhang in einem
zweidimensionalen Zahlenschema, also als Matrix angegeben werden, das heif3t der Doppe-
lindex wird zu einem einfachen Index.* Dazu wird auf die Schreibweise in (B.30) zuriick-
gegriffen, in der V' = (Vi1, Vi, Var, Vao)! galt. Die koordinatenunabhéingige Schreibweise
(B.38) lautet in diesem Fall:

—dYV =@pld' @1 +10¢d)AV. (B.43)

Die Paulimatrizen in der hier benutzten Konventionsind in Gleichung (2.4) gegeben, mit
ihnen folgt fiir Gleichung (B.43) (zusammen mit den Ergebnissen (B.30) fiir das Vielbein):

v (q +p*) ¢t +ig®?  pt+ip? 0 v
B I S B N A L N n
-u | pt —ip? 0 P—¢ ¢ +ig? —u |
T O pl o Zp2 ql o Z(]2 p3 + q3 T

In Anhang (B.22) wurde gezeigt, dass nur der Zusammenhang p fiir die quaternionische
Struktur ein Rolle spielt. Daher kénnen ¢! und ¢? frei gew#hlt und zu Null gesetzt werden®.
Mit (B.41) lésst sich eine Losung angeben:

1
ey _ —§(U+U)/\U
v —s(v+7) AT
—vAUV+uANT
—v+0 0 —u 0 v
o 0 i(v-—7) 0 —u u
= i - 0 lg—v) 0 A% B (B.45)
0 u 0 v—7 v
Der Vergleich von (B.44) mit (B.45) liefert schliefllich:
—2(—u+u)
(p") = i ix(T+u) . (B.46)
1(v—7)

Die #uferen vierer Ableitungen des Zusammenhanges p! folgen mit (B.41), fiir sie ergibt
sich:

—1(v+0) A (T—u)

dY(ph) = i —ﬁ%+6Wﬁﬂ+? : (B.47)
—5@Av+uAT

4Die Berechnung mit dem Doppelindex liefert natiirlich das selbe Ergebnis, aber die Rechenschritte
wéren schwerer nachvollziehbar.

5¢% wird spiter gewihlt, wenn eine Losung der Gleichung angegeben wird; es wird dann durch p3
festgelegt.
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Die in (B.26) gegebene Kriimmung des Sp(1) Zusammenhanges lédsst sich mit (B.46) und
(B.47) nach der dort angegeben Formel

FT = dWp! 4 jelTKpt A pi (B.48)
berechnen. Es folgt:
s(wAu+TAT)
(F') = i| —id(vAu+vAT) |. (B.49)

Die Kriimmung (B.49) ist proportional zu der in (B.36) gefundenen quaternionischen Struk-
tur. Damit ist bewiesen, dass die Formen des universellen Hypermultipletts die fast qua-
ternionische Struktur einer quaternionischen Kéhlermannigfaltigkeit bilden.



Anhang C

Gruppentheorie

C.1 Einfiihrung in Notation und Konvention

Dieses Kapitel richtet sich nach [14] und fasst daraus fiir diese Arbeit relevante Ergebnisse
zusammen. Mit den eingefithrten Begriffen werden in Abschnitt C.6 Berechnungen einiger
fiir diese Arbeit wichtiger Darstellungen behandelt.

Im Folgenden werden ausschliefflich einfache Lie-Algebren betrachtet, die mit G bezeich-
net werden. Die Generatoren einer solchen Algebra G lassen sich immer in einer bestimmten
Basis in folgende zwei Mengen aufteilen: Die eine besteht aus der maximalen Anzahl' un-
tereinander vertauschender Generatoren H;, sie bilden die Cartan-Subalgebra. Fiir die
Vertauschungsrelationen der Generatoren F, der anderen gilt

[Hi>Hj] = 0,
[HZ’,EQ] = aiEa VZ.,OZ7 (Cl)

sie werden Leiteroperatoren genannt. Die so definierte Basis heifit Cartan-Weyl-Basis.
Mit folgenden Definition ldsst sich eine Algebra genauer klassifizieren:

Def C.1 (Dimension von G (dim(G))). Die Anzahl linear unabhingiger Generatoren einer
einfachen Lie Algebra G heifit Dimension von G.

Beispielsweise ist dim(SU(3))=8, dim(SU(4))=15 und dim(SO(8))=28.

Def C.2 (Rang [ von G). Die Dimension der Cartan-Subalgebra von G heifst Rang | von
G.

Fiir SU(3), SU(4) und SO(8) gilt [ = 2, | = 3 und | = 4. Fiir die Indizes gilt mit diesen
Definitionen: 4,j = 1,...,l sowie a = 1,..., (dim(G) —I).

Jeder Generator H; definiert nach (C.1) fiir jeden Generator E, ein [-Tupel von Zah-
len @, das als Vektor in einem [-dimensionalen Vektorraum aufgefasst werden kann, der
Wurzelraum genannt wird. Entsprechend werden die @& Wurzeln genannt. Man beachte,

I'Maximal bedeutet, dass keine andere Basis mit mehr vertauschenden Generatoren existiert.
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dass « sowohl einen Vektor @, als auch einen Index « bezeichnet. Der Index durchlauft
alle Vektoren @ in einer frei wihlbaren, aber festen Reihenfolge.? Die Gesamtheit aller
a (und die [-fach entarteten Nullvektoren) charakterisieren genau eine Gruppe, da sie zu
den Kommutationsrelationen (C.1) gleichwertig sind. Die Komponenten a; der Wurzeln
heiflen Strukturkonstanten von G in der Cartan-Weyl-Basis. Physikalisch entsprechen
die Generatoren H; den Operatoren des Hilbertraums, die per Eigenwertgleichung die Fi-
genwerte, also die Quantenzahlen, liefern. Dies ist folgendermaflen einzusehen: Vermoge

der Vertauschungsrelation (C.1) der H; lassen sich Vektoren ‘X> des Hilbertraumes (Re-

prasentationsraum) finden, auf dem die Gruppe operiert, die Eigenvektoren aller H; (nicht
jedoch zwangsldufig auch eine Basis des Hilbertraumes) sind:

H, X> —

X, ©2)

Der Vektor X = (\;,..., ) ist ebenfalls ein Vektor der Dimension ! und wird Gewicht
des Représentationsvektors ’X> genannt. Mit (C.1) ldsst sich schreiben:

(H,E, — E,H,) X> = F, X>,
- H, (Ea X>> = (M +a)E. X>,
-~ B, X> - X+&>. (C.3)

E,, erhoht oder erniedrigt also das Gewicht um den Festen Vektor &, indem & vektoriell
zu X addiert wird. Da alle H; untereinander vertauschen, entspricht ihre Operation einer
Addition des Nullvektors, die Quantenzahlen werden also nicht veréndert.

Was im vierdimensionalen Fall die Helizitét eines Feldes war, ist allgemeinen Fall also ein
Vektor. Da die Helizitétsgruppe in zehn Dimensionen nach Kapitel 2.2 der SO(8) entspricht
und fiir die SO(8) | = 4 gilt, ist die Helizitét in zehn Dimensionen ein vierdimensionaler
Vektor.

Ist @ eine Wurzel, so ist mit H' = H wegen

[Hianz]T - OéZE:;rw
[Hi, El] = —akE] (C4)
auch —@ Wurzel zu E_,, := E. Das bedeutet, dass es zu jedem Auf- auch einen Absteige-

operator gibt, was zur Folge hat, dass (dim(G) — [) immer eine gerade Zahl ist.
Man kann zeigen [8, 14], dass sich folgende weitere Bedingungen erfiillen lassen:

[Ea, E_o] = o’ H;. (C.5)

’Ebenso definieren die H; Wurzeln fiir jedes Hj, die jedoch in der Cartan-Weyl-Basis wegen (C.1)
Nullvektoren entsprechen, da sie vertauschen und daher stillschweigend bei allen Betrachtungen einbezogen
werden; sie sind die einzig entarteten Wurzeln in der Cartan-Weyl-Basis.
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Die o werden aus den o; durch einen metrischen Tensor gebildet, der durch die Algebra
(C.1) bestimmt ist; dieser ist beispielsweise in der SU, wegen [Jy, J_| = 2.J; gleich 3. Die
anderen F, geniigen den Kommutationsrelationen

[Ea, Eﬁ] = NaﬂEa+ﬁ mit o+ ﬁ 7’é 0. (CG)

Die Dimension [ des Wurzelraumes ist kleiner, als die Anzahl der Leiteroperatoren. Um aus
den Wurzeln eine Basis des Wurzelraumes zu erhalten, werden aus ihnen [ ausgewihlt.?
Bettet man die @ in einen euklidischen Vektorraum mit kartesischer Basis ein, so lassen sich
nach folgenden Prinzip [ Wurzeln auswéhlen, die eine Basis bilden. Diese Wurzeln nennt
man einfache Wurzeln; die Gesamtheit der einfachen Wurzeln heifit Wurzelsystem.
Fiir die Auswahl der einfachen Wurzeln ist folgende Definition notwendig:

Def C.3 (Positivitit(Negativitat) von &). Eine Wurzel & heifit positiv(negativ), wenn
bei einer gewdhlten kartesischen Basis des Wurzelraumes die erste Komponente ungleich
Null positiv(negativ) ist. (Die Anzahl der positiven entspricht der Anzahl der negativen
Wurzeln.)

Die [ einfachen Wurzeln werden aus den positiven Wurzeln gewéhlt, so dass sie linear
unabhéngig sind und alle anderen Wurzeln durch Linearkombination erzeugen. Graphisch
lasst sich der Wurzelraum nur bis [ = 3 darstellen. Fiir die SU(3) gilt [ = 2, daher lésst
sich das eben Gesagte gut an ihrem Wurzelraum veranschaulichen. Dieser ist in Abbildung
C.1 angegeben.

C.2 Dynkin Diagramme

Man kann zeigen, dass bei jeder einfachen Algebra G die Wurzeln maximal zwei unter-
schiedliche Léngen haben konnen, und dass zwischen den einfachen Wurzeln nur Winkel
von 90°, 120°, 135° und 150° vorkommen. Ist die Struktur des Wurzelraumes, also Winkel
und Langen der einfachen Wurzeln, bekannt, so auch die Gruppe. Da aber nur endlich
viele Winkel und Léngen existieren, lasst sich diese Struktur folgendermafien Symbolisch
darstellen: Jede einfache Wurzel wird durch einen Kreis O dargestellt. Kommen zwei unter-
schiedliche Léngen vor, wird fiir die kiirzeren ein ausgefiillter Kreis @ benutzt. Die Winkel
zwischen zwei einfachen Wurzeln werden durch Linien zwischen den Punkten, die den ein-
fachen Wurzeln entsprechen, angegeben. Thr Langenverhéltnis ergibt sich aus ihrem Winkel
(Tabelle C.1). Fiir Beispiele siche Abbildungen C.1 bis C.3.*

3Die Basis ist normalerweise nicht orthogonal.
4Eine halbeinfache Algebra besteht in dieser Schreibweise aus mehreren unzusammenhingenden
Dynkin-Diagrammen einfacher Algebren.
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Winkel Langenverhiltnis
90° kein festes Verhiltnis
120° 1

135° 1/v/2

150° 1/V/3

Tabelle C.1: Dynkin

w
=

o

=5

Es lésst sich eine Matrix erstellen, die dquivalent zu den Dynkin-Diagrammen ist, da sie
ebenfalls das Lingen und Winkelverhéltnis bestimmt. Sie ist fiir spétere Rechnungen von
Bedeutung: o

Apy e oGn8s) (C.7)

(@, dy)
Die Klammer ( , ) bezeichnet das natiirliche Skalarprodukt im R! und die @; die [ einfa-
chen Wurzeln. Die ldngeren Wurzeln sind per Konvention auf 2 normiert. Die so definierte
Matrix heift Cartan-Matrix. Die Cartan-Matrizen fiir SU(3), SU(4) und SO(8) sind in

(C.19), (C.22) und (C.26) angegeben.

C.3 Erzeugung von Gewichtsdiagrammen irreduzibler
Darstellungen

Zur Bestimmung des Quantenzahlgehalts einer Darstellung von G wird hier die Vorgehens-
weise (ohne Beweise) eingefiihrt. Dafiir sind folgende Definitionen zweckméBig:

Def C.4 (Dimension n einer irreduziblen Darstellung). Konnen die Generatoren von G
durch n x n Matrizen dargestellt werden, die auf einem n-dimensionalen Hilbertraum ope-
rieren, so heifft n die Dimension der Darstellung (es wird nicht notwendiger Weise jede
natirliche Zahl angenommen).

Def C.5 (Gewichtsraum W). Durch Wirken der Leiteroperatoren auf den Grundzustand
werden verschiedene magliche Gewichtsvektoren erzeugt (siehe (C.3)), von denen die ein-
malige Wirkung des Leiteroperators auf den Grundzustand mit dem Operator selbst iden-
tifiziert werden kann. Der Raum aus diskreten Punkten von Gewichtsvektoren wird Ge-
wichtsraum W genannt. In thm bilden die einfachen Wurzeln eine nicht kartesische Basis.

Der gesamte Gewichtsraum wird durch die einfachen Wurzeln aufgespannt, also wird
jeder Punkt durch Addition oder Subtraktion der einfachen Wurzeln erreicht. Die Basis,
in der die diskreten Punkte durch Einheiten der einfachen Wurzeln angegeben wird heifit
duale Basis. Eine graphische Darstellung des Wurzelraumes der SU(3) ist in Abbildung
C.1 als Beispiel angegeben.

Def C.6 (Hohe eines Gewichtes (einer Wurzel)). Der Stufen- Vektor R einer Algebra
wird durch

RI = QZ(A_l)[J (08)
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definiert. Durch ihn lisst sich mit dem Skalarprodukt ( , ) jedem Gewichtsvektor X die

—

Héhe T(X) zuordnen:
T(X) := (R, X). (C.9)

Analog folgt die Hohe einer Wurzel.

Die Stufen-Vektoren fiir SU(3), SU(4) und SO(8) sind in (C.19), (C.22) und (C.26) ange-
geben.

Der n-dimensionale Hilbertraum, auf dem die n-dimensionale Darstellung operiert, wird
durch n Basisvektoren aufgespannt, von denen jeder per Konstruktion nach Gleichung (C.2)
ein Eigenvektor aller H; ist und daher einen Gewichtsvektor der Dimension [, der den
Quantenzahlen entspricht, trigt. Man bekommt notwendiger Weise n Gewichtsvektoren

X Q= 1,...,n, deren zugehorige Hilbertraumvektoren ‘X1> entartet sein kénnen. Zu jeder
Darstellung gehoren also Hilbertraumvektoren mit bestimmten Quantenzahlen. Der Gehalt

der Quantenzahlen einer Darstellung wird in Folgendem angegeben. Dazu folgt zunéchst
ein Theorem, mit dem sich alle Darstellungen erhalten lassen:

Theorem 1 (Theorem (Dynkin)). Zu jeder Darstellung gehort genau ein hichstes Ge-
wicht, das durch A gekennzeichnet wird, das heifit ein Gewicht hdchster Stufe T(K) >
T(XZ) DY #+ A i =1,...,n, aus dem alle anderen Gewichte Xi durch Subtraktion der
einfachen Wurzeln gebildet werden. Dabei sind alle Kombinationen, bei denen

(B, X)| < (R,N) Vi=1,....n (C.10)

erfillt wst Gewichte der Darstellung. In der Dynkin-Basis durchliuft jede Vektorkomponente
des héchsten Gewichts alle natiirlichen Zahlen und zu jeder Kombination gehort genau eine
Darstellung.

Es ist daher duflerst zweckméafig, die Dynkin-Basis zu verwenden, da nach dem Gesagten
zu jedem Vektor der Form (my,...,m;) ,mp € NV k=1,...,] genau eine Darstellung
gehort, und alle Darstellungen durch diese Vektoren erzeugt werden. Die Dynkin-Basis ist
definiert durch:

2A
af = & adual, (C.11)

(g, )
wobei a?a! in der oben beschriebenen Dualen-Basis, also in Einheiten der einfachen Wur-
zeln, gegeben ist.

Die Gewichtsrdume lassen sich damit sukzessive erzeugen, indem man aus allen mogli-
chen hochsten Gewichten das Gewichtsdiagramm erzeugt. Die Dimension der Darstellung
erhdlt man durch einfaches Abzéhlen der Gewichtsvektoren. Hilfreich dabei ist, dass das
Gewichtsdiagramm Spindelstruktur hat, dass also fiir alle X+ und X_ fiir die

(R, X)) =—(R,X_) (C.12)
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erfiillt ist auch #(X,) = #(X_) gilt (siche Tabelle C.2).

Die Gewichtsrdaume einiger in dieser Arbeit wichtiger Darstellungen von Gruppen sind
in Anhang C.9 in der Dynkin-Basis angegeben. Die Darstellungen, bei denen es bei den
Eintrdge des hochsten Gewichts nur einen Eintrag gleich eins und gleich null sonst gibt,
heilen Fundamentaldarstellungen und die, bei der die Dimension der Dimension der
Algebra entspricht heit adjungierte Darstellung. Es kann vorkommen, dass die ad-
jungierte Darstellung gleichzeitig eine Fundamentaldarstellung ist. Darstellungen werden
entweder durch ihr hochstes Gewicht D(K) gekennzeichnet, oder, indem ihre Dimension als
fett gedruckte Zahl 1,2,... geschrieben wird. Die Kennzeichnung durch D(K) ist wegen
Theorem 1 eindeutig. Es kann aber vorkommen, dass mehrere Darstellungen derselben Di-
mension existieren. In diesem Fall ist zuséitzliche Kenntlichmachung notwendig. Es gilt also
beispielsweise fiir eine SO(8) Darstellung: D((1,0,0,0)) = 8, # 8. # 8, (siche Anhang
C.9). Meist wird die Schreibweise durch fett gedruckte Zahlen bevorzugt, da sonst leicht
der Uberblick verloren geht.

C.4 Bildung von Tensorprodukten irreduzibler Dar-
stellungen

Tensorprodukte zweier irreduzibler Darstellungen D(A,) und D(A,) sind reduzierbar auf
eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen:

D(A,) x D(A,) = ZD (Ar). (C.13)

Die Tensorproduktbildung und die anschlieBende Zerlegung in irreduzible Darstellungen
erfolgt schrittweise nach folgender Anleitung:

e Die Menge '\W )% D(Ky) der Gewichte der Tensorprodukt Darstellung hat
die Méchtigkeit dlmD(Aa) dimD(A,) und wird aus den Gewichtsvektoren

§€ Wp,), und te Wi, (C.14)
durch

Sty =l € Wpx pay: M€ {L...,dimD(A,)},n € {1,...,dimD(A,)}

(C.15)
gebildet. Das hochste Gewicht Amax in W, D(Ea)xD(Ky) ist wegen der Linearitét
die Sujnme der hochsten Gewichte von D(Aa) und D(Kb), es gilt also Aoy =
A, + Ay
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e Zu dem Hoéchsten Gewicht von WD( Ka)xD(Ky) ldsst sich nach Abschnitt C.3
der Gewichtsraum der entsprechenden irreduziblen Darstellung bilden, der
vollstandig in WD( Ra)x D(Ky) enthalten ist. Man subtrahiert die Menge der zu
dem hochsten Gewicht gehorenden Gewichte und sucht sich das hochste Ge-
wicht aus der neuen Menge. Nach sukzessiver Wiederholung bleiben keine Ge-
wichtsvektoren iibrig. Die subtrahierten irreduziblen Darstellungen sind die in
Gleichung (C.13) zu Bestimmenden.

Ein Beispiel der Tensorproduktbildung ist in (C.27) gegeben.

C.5 Bestimmung von Untergruppen

Ziel dieses Abschnitts ist es Untergruppen U; einer Gruppe G, das heifit

GO XU (C.16)
zu bestimmen, was in Abschnitt 2.3.1 und 2.3.2 notwendig ist. Dazu muss eine lineare Ab-
bildung M gefunden werden, die Gruppenelemente der Gruppe G mit Gruppenelementen
der Untergruppe identifiziert. Das bedeutet auch, dass fiir jede Darstellung eine lineare
Abbildung gefunden werden muss. Da die Darstellung durch einen Vektorraum, den Wur-
zelraum, gegeben ist, ist die Abbildung eine Matrix. Weil aber durch Linearkombinationen
aus der Basis, also den einfachen Wurzeln, alle Darstellungen erzeugt werden, reicht es
wegen der Linearitédt die Matrix fiir die einfachen Wurzeln zu bestimmen. Dadurch gilt fiir
die Zerlegung in Untergruppen fiir alle Darstellungen dieselbe Matrix M:

MoAyz )= XUZ. Vg der Darstellung D(Ag). (C.17)

Damit eine Zerlegung in eine bestimmte Kombination von Untergruppen U; moglich ist,
miissen alle dim(D(A¢)) erhaltenen Xy, in Darstellungen von U; aufgeteilt werden kénnen.
Eine mogliche Konvention die Matrix M in der Dynkin-Basis zu bestimmen ist die For-
derung, dass das hochste Gewicht Kci auf das hochste Gewicht der groBiten Darstellung
(KUi)max der groBiten Gruppe Uy, projiziert wird, das an die oberste Stelle des Vektors
geschrieben wird:

g (KUmaz)max
M O AD(KG) = ( . . (018)

Fiir Gruppen mit niedrigem Rang lédsst sich die Matrix haufig durch einfaches Hinsehen
bestimmen. Beispiele fiir die Matrix M sind in (C.23) und (C.30) gegeben.
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C.6 Darstellungstheorie einiger Gruppen

C.6.1 Darstellungstheorie der SU(3)

Der Wurzelraum ist in der Dualen-Basis angegeben, das heifit in Einheiten der einfachen
Wurzeln und in der Dynkin-Basis. Die beiden einfachen Wurzeln, die den Raum aufspannen
sind @y = (1,0) und ay = (0, 1). Die beiden Generatoren der Cartan-Subalgebra der SU(3)
werden durch die beiden 0 Vektoren repriisentiert.

[-1.2] G (0.1) [1L1] & (1.1)
[ ] 3

m
[ ]

[ ]
2:(0,0) [2.-1]

[-2.1]e 3 (-1.0)

Qle

L(10)

[-1.-1]4CL (-1.-1) [1.-2] e & (0-1)

Abbildung C.1: Wurzelraum der SU(3); Die Duale-Basis der Wurzeln ist durch
(, ) angegeben und die Dynkin-Basis durch [ , ]

In Ubereinstimmung mit Tabelle C.1 betrigt der Winkel zwischen den beiden einfachen

Wurzeln 120° und alle Wurzeln haben dieselbe Lange. Dementsprechend lautet das Dynkin-
Diagramm:

1 2

o—0O

Abbildung C.2: Dynkin Diagramm der SUj3

Die in (C.7) definierte Dynkin-Matrix A;; der SU(3) und der daraus resultierende in
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(C.8) definierte Stufen-Vektor R ergeben sich damit zu:

(A) = ( o ) . wd B=(2,2). (C.19)
Dies lésst sich auch an Abbildung C.1 erkennen, denn beispielsweise gilt
Ap = 2(0‘}’0‘}) = 2 cos(60°) (%2’0?) — 1 (C.20)
(Ao, dla) (alz, da)

Dadurch léasst sich der Gewichtsraum nach Abschnitt C.3 zu jedem hochsten Gewicht
erstellen. Die einfachen Wurzeln der SU(3) lauten in der Dynkin-Basis nach (C.11) (und
wegen der Normierung der lingeren Wurzeln auf 2):

a?:Aoa‘f’“‘l:(_? _;)(3)):(_?), unda?z(_;>. (C.21)

Der Gewichtsraum zum hochsten Gewicht A = (1,1) (in der Dynkin-Basis) wird hier als
Beispiel konstruiert:

Gewicht in der Dynkin-Basis Hohe des Gewichtes

(1,1) 4
(_172> (27_1) 2
(0,0) (0,0) 0
(1,-2) (=2,1) —2
(—1,-1) 4

Tabelle C.2: Gewichtsraum der 8gy;(3) Darstellung in der Dynkin-Basis.

Weitere Gewichtsrdume der SU(3) befinden sich in Anhang C.9.

C.6.2 Darstellungstheorie der SO(6) ~ SU(4)

Dynkin-Diagramm:
Das Dynkin-Diagramm der SU(4) lautet:®

1 2 3

o—0O—-—0

Abbildung C.3: Dynkin-Diagramm der SO(6) ~ SU(4)

"Die Aquivalenz der Gruppen SO(6) und SU(4) lisst sich auch direkt an ihren identischen Dynkin-
Diagrammen erkennen.
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Die in (C.7) definierte Dynkin-Matrix A;; der SU(4) und der daraus resultierende
in (C.8) definierte Stufen-Vektor R ergeben sich damit zu:

2 -1 0
A= -1 2 =1 ], und R=(3,4,3). (C.22)
0 -1 2

Zerlegung der SU(4) Darstellungen in SU(3) Darstellungen:
Gleichung (C.17) fur die Zerlegung SU(4) D SU(3) mit der in Anhang C.9 benutzten

Basis der Gewichtsraume lautet:
- 11 0\= -
M(SU(4) > SU(3)) o Asua) = ( 001 ))\SU(4) —(Xsow )»  (€C23)

dabei ist XSU(;;) € 72. Als Beispiel sei hier die Zerlegung der 65(4) Darstellung,
deren Gewichtsraum in Anhang C.9 zu finden ist, angegeben. Die Multiplikation
aller Gewichtsvektoren der 6gy7(4y Darstellung mit M liefert:

v o] B} B BB G 20

Die mit den offenen Quadrat [ gekennzeichneten Vektoren bilden den Gewichtsraum
der 3gy(3) Darstellung und die mit dem geschlossenen Quadrat B gekennzeichneten
die 3sy(3) Darstellung, wie der Vergleich mit Anhang C.9 zeigt. Das bedeutet:

6suy — 3su) + 3su)- (C.25)

Die Zerlegungen aller Anderen irreduziblen SU(4) Darstellungen erfolgen durch die-
selbe Vorgehensweise mit derselben Matrix aus Gleichung (C.23).

C.6.3 Darstellungstheorie der SO(8)

Dynkin-Diagramm:
Das Dynkin Diagramm der SO(8) lautet:

Abbildung C.4: Dynkin-Diagramm der SO(8)
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Die in (C.7) definierte Dynkin-Matrix A;; der SO(8) und der daraus resultierende
in (C.8) definierte Stufen-Vektor R lauten damit:

2 -1 0 O
-1 2 -1 -1 =
(Arg) = 0o -1 2 o | und R = (6,10,6,6). (C.26)
0o -1 0 2
Positive Wurzeln der SOg:
Die Wurzeln sind in der Dualen-Basis angegeben.
[1,0,0,0] [0,1,0,0] [0,0,1,0] [0,0,0,1] [1,1,0,0] [0,1,1,0] [0,1,0,1] [1,1,1,0]
(1,1,0,1] [0,1,1,1] [1,1,1,1] [1,2,1,1]

Die Anzahl betrdgt 12, was mit den negativen Wurzeln zusammen mit den Vek-
toren der Cartan-Subalgebra 28 ergibt, also die Dimension der SO(8). Die positiven
Wurzeln entsprechen den Aufsteigeoperatoren der SO(8).

Tensorprodukte der 8503y Darstellungen:
Hier wird das Tensorprodukt 8, x 8, als Beispiel behandelt. Die achtdimensionalen
SO(8) Darstellungen sind in C.9 angegeben, und die einzelnen Rechenschritte werden

in Kapitel C.4 erlautert. Gleichung (C.15) liefert fiir den Gewichtsraum Wg, g, mit
Hilfe der Gewichtsrdume aus Anhang C.9:

W 2720 0T72{ 112 172 1720 172 2 2{ 0] uf-272{-172{-1T2{-1]
of {1 |-1{ o] o] (1] (-1|]ol|2]]0]]|1]]|1
Wea,xs, =|0[ (0] [T |1] 1] [1[]of|o]]of]|1]][|1]]1
of{of 1| |-t] x| (2l {o|l]ol|of]|1]]|1]]1
-I |_[m] || ||| || ] ID- -ll n || ID- -ID-
of-1]2d 0]2f-2]:{ 0 2{ O ]2{ O T2{ 02 1 ]2d-1 ] 0]2{ 0]2{ O]
20 1o 1| (-2] 1] 1] o] |{2]]1{]0]]|0] |1
st ol ol f2{2(loflof 1]t 2]0o]]o0
-1 (o) (o] [2] o] (2] (0] |t] 1] 2] o] [2]
_ID _l1 |_[m] | | |_[m] | _[m] DD_ _ID |_[m] | | oo _ID
of T]of-1]{ 0 2f 02 1]2{-17] 0 ]2f 172f-17x{ 22 0 ]-2
Lol folfaf{-tf ol 2ol 1] |-2]]1]]0
L] (2] 2] [-1] [-1] [-2] |[-1] |-1] |o]|O] |O](C.27)
F1) 1 L2 o) (1] 1] (2] 1] 1] Lo] o] Lo
|| || | || || || | | [ [ | | ||| | |

Die zur 35,, 28 und 1 Darstellung gehoérenden Vektoren sind mit B, [J und 1 ge-
kennzeichnet. Man sieht die Relation 8, x 8, = 35, + 28 + 1 unmittelbar.
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Analog folgen die Tensorprodukte weiterer achtdimensionaler Darstellungen:

8, x8, = 35,+28+1,

8 x8 = 35.+28+1,

8, x8, = B56,+8,,

8, x8, = 56,+8,

8. x8, = 56,+8,. (C.28)

Mit diesen Ergebissen sieht man, dass sich das Multiplett der Typ ITA Supergravita-
tion aus Gleichung (2.20) auch durch

(8, +8) x (8 +8.)=(1+8,+28+35,+56,)5+ (8 + 8.+ 56, + 56,)r
(C.29)

schreiben l&sst.

Zerlegung der SO(8) Darstellungen in SU(4) Darstellungen:

Gleichung (C.17) fur die Zerlegung SO(8) D SU(4) x U(1) mit der in Anhang C.9
benutzten Basis der Gewichtsraume lautet:

M(SO(8) D SU(4) x U(1)) o Xsos) =

O O = O
O = O =
_— o O =
——_ 0 O

>

n

Q

®

Il
/-~

>
>0

S =
C
\_/

(C.30)

dabei ist XSU(4) € 72 und XU(l) € 7. Als Beispiel sei hier die Zerlegung der 8,
Darstellung, deren Gewichtsraum in C.9 zu finden ist angegeben. Die Multiplikation
aller Gewichtsvektoren der 8, mit M liefert:

01 [17 [ol [1] [-1] [o] [1] o
L |-t (o] |of [o] [of |1] |1
SUA o] [1] o] |1] [1] o] [1] [o] . (C.31)
U>(<1) (o] [o] (2] [o] [o] [-2] [O0] [O]

Die mit den offenen Quadrat [J gekennzeichneten Vektoren bilden den Gewichtsraum
der 65y(4) Darstellung und die mit dem geschlossenen Quadrat B gekennzeichneten
die 1gy(4) Darstellung, wie der Vergleich mit den Gewichtsrdumen aus Anhang C.9
zeigt:

8, — Bsuw X (0) + Lsyw) X (=2) + Lsu) x (2). (C.32)
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Das bedeutet fiir die Helizitdt der Darstellungen:
8, — (6su@)o+ (Lsu)- (C.33)

Es handelt sich also in Ubereinstimmung mit Gleichung (2.24) um ein Helizitét 1
Vektorfeld und sechs Helizitat 0 Skalarfelder.

Als Beispiel fiir die Zerlegung einer fermionische Darstellung wird zum Schluss noch
die Zerlegung der 8, Darstellung angegeben:

SUM ol (1] [of| || 1] |o| [1] |of . (C.34)
U>(<1) (1] [-1) (1] [-1) [t] [-1] [1] [-1]

Die mit den offenen Quadrat [ gekennzeichneten Vektoren bilden den Gewichtsraum
der 4gy(4) Darstellung und die mit dem geschlossenen Quadrat B gekennzeichneten
die 4sy(s) Darstellung, wie der Vergleich mit Anhang C.9 zeigt:

8, — 4SU(4) X (—|—1) +ZSU(4) X (—1). (C35)
Das bedeutet fiir die Helizitat der Darstellungen:
8. — (4SU(4))+1/2 + (ZSU(4)>—1/2- (0-36)

Dieses Ergebnis ist in Ubereinstimmung mit Tabelle 2.8. Die Zahlen in den Klam-
mern sind die Quantenzahlen der zugehorigen U(1), die keine einfache Gruppe ist,
und daher in ihrer Notation etwas abweicht. Alle anderen Zerlegungen SO(8) D
SU(4) x U(1) kénnen analog berechnet werden. Da die Vektoren in der Dynkin-Basis
angegeben sind, in der nur natiirliche Zahlen als Eintrage auftreten, erhélt man den
Spin, nach Division durch 2.

C.7 Konstruktion des Multipletts der Typ IIA Super-
gravitation

In diesem Abschnitt soll das Multiplett der Typ ITA Supergravitation konstruiert werden.

Es gibt wegen Gleichung (2.19) insgesamt acht fermionische Aufsteigeoperatoren @, die
das Multiplett aus einem Grundzustand erzeugen. Die Generatoren sind als Spinoren direk-
te Summen irreduzibler Darstellungen der Lorentz-Gruppe in der Lichtkegeleichung, also
der SO(8). Die insgesamt 28 = 256 Zustinde ergeben sich durch Operation der Aufsteiger
folgendermafen:®

1 2 3 4 5 6 7 8
15 % 85 % 285 L 56 S 705 % 56, L 285 L 85 S 15. (C.37)

6Diese Sequenz sieht bei allen maximalen Supersymmetrien, also bei allen supersymmetrischen Theorien

1 2
mit acht Supersymmetrie-Generatoren, gleich aus, und in D = 4 und N = 2 lautet sie 1 © 2% (vergleiche
Gleichung (2.7) und Tabelle 2.1).
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Die Potenzen p der Aufsteigeoperatoren () stehen symbolisch fiir alle méglichen, nicht ver-
schwindenden Produkte von p Generatoren, und der Index B, beziehungsweise F' steht fiir
bosonische, beziehungsweise fermionische Anteile. Insgesamt gibt es damit 128 fermioni-
sche und 128 bosonische Freiheitsgrade. Obwohl die SO(8) Darstellungen mit Dimensionen
8, 28, 56, und 70 besitzt, sind die in (C.37) angegebenen Zahlen nicht mit den SO(8)
Darstellungen zu verwechseln, wie in folgender Konstruktion ersichtlich wird.

Zur Identifikation der acht fermionischen Aufsteigeoperatoren muss eine Besonderheit
der SO(8) in Betracht gezogen werden, die sich ,Trialitdt“ nennt: Die SO(8) besitzt
drei verschiedene achtdimensionale Fundamentaldarstellungen, die durch 8,, 8. und 8;
bezeichnet werden. Die mit v bezeichnete Darstellung lédsst sich den Bosonen zuordnen,
wéhrend die ¢ und s Darstellung fermionische Darstellungen sind, wie man an ihrem Ver-
halten bei gruppentheoretischen Zerlegungen erkennt, wie etwa in den Gleichungen (C.31)
bis (C.36).7

Fiir die Definition der acht fermionischen Aufsteiger lassen sich Kombinationen Dar-
stellungen identischer Chiralitét 8. s + 8. s oder Darstellungen unterschiedlicher Chiralitét
8. + 8, betrachten. Die Supergravitation, die durch letzteren Fall entsteht wird Typ IIA
Supergravitation genannt. Dies sind die einzigen Md6glichkeiten aus irreduziblen, fermioni-
schen Darstellungen der SO(8) die Supersymmetrie-Generatoren zu bilden, da alle anderen
fermionischen SO(8) Darstellungen mehr als acht Aufsteiger besitzen und damit durch den
,helicity bound“ ausgeschlossen sind.® Jede der Darstellungen definiert sowohl vier Auf-
steigeoperatoren, als auch vier Absteigeoperatoren.

Das Multiplett ldsst sich im Hinblick auf die Zerlegung in U(1) x SU(3) Struktur erzeu-
gen: Es ist moglich von dem Gewicht auszugehen, dass nach der Zerlegung der niedrigsten
Helizit#t entspricht.? Dafiir muss die gruppentheoretische Zerlegung der Gewichtsriume,

die durch Gleichung (C.30)

0110 .
N 1 0 0 01]-=» A
M(SO(g) D) SU(4) X U(l)) e) >\SO(8) = 010 1 /\50(8) — < EU(4)> ,
U
0011 '

(C.38)

gegeben ist, betrachtet werden. Damit ldsst sich aus den Gewichtsrdaumen der Darstellung
das Gewicht mit der niedrigsten Helizitat bestimmen. Man findet, dass [0,2, —2, —2| das
einzige Gewicht zur niedrigsten Helizitdt —2 ist, dass zur 35, Darstellung des Gravitons

"Die SO(8) ist die einzige Gruppe, in der die Dimension der bosonischen Darstellungen identisch mit
der Dimension der fermionischen Darstellungen ist.

8 AuBerdem besitzen alle anderen fermionischen Darstellungen aus vierdimensionaler Sicht auch Heli-
zitédten grofer 1/2.

9Es ist beispielsweise auch moglich von einem der Gewichte minimaler Hohe auszugehen und aus den
fermionischen Aufsteigern die Vektoren positiver Hohe auszuwéhlen. Das Ergebnis ist in beiden Féllen das
gleiche.
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gehort, denn es gilt

0 0
MESO®) > sU) x U)o | 2 | =] o | = Qs (C.39)
—2 —4

Die fermionischen Aufsteigeoperatoren miissen nun von der niedrigsten Helizitdt —2 be-
ginnend die Zustande bis Helizitat +2 erzeugen. Dazu miissen die Aufsteigeoperatoren aus
den Gewichtsrdumen der achtdimensionalen fermionischen SO(8) Darstellungen gesucht
werden, die die Helititdt um —i—% (oder +1 in der Dynkin-Basis) erhohen. Dies geschieht
analog zur Rechnung in (C.39). Die acht Generatoren der Gewichtsraume der 8. und 8;,
die diese Bedinung erfiillen sind in Tabelle C.3 angegeben.

Jetzt lassen sich durch Wirken der fermionischen Aufsteigeoperatoren auf den Grundzu-
stand [0, 2, —2, —2] die irreduziblen Darstellungen des Typ IIA Multipletts bestimmen. Die
Ergebnisse bis zur dritten Potenz sind in Tabelle C.4 angegeben. Die Buchstaben an den
Gewichtsvektoren beziehen sich auf die zugehorigen Darstellung. Dabei steht a fiir 35, b
fiir 56, ¢ fiir 56, d fir 56, e fir 28, f fir 8,, g fiir 8 und A fir 8.. Alle 256 Gewichte
lassen sich mit den Gewichtsrdumen aus Anhang C.9 den irreduziblen SO(8) Darstellungen
zuordnen, da alle Felder des Multipletts als irreduzible SO(8) Darstellungen transformieren
miissen. Das endgiiltige Resultat liefert das Multiplett der Typ ITA Supergravitation:

(1+8,+28+35,+56,)5+ (8, + 8.+ 56, + 56,) . (C.40)

Hilfreich bei der Zuordnung der Gewichtsvektoren ist, dass alle geraden Potenzen der Auf-
steigeoperatoren zu bosonischen und alle ungeraden Potenzen zu fermionischen Darstel-
lungen gehoren, wie es auch zu erwarten war.

1
1

[0,0,1,0] 1x[0,0,0,1] 1x[1,-1,0, 1] 1xF1,0,0, 1] 1x[0,-1, 1,0] 1x[1,-1,1,0] 1xF1,0, 1, 0]
[0,-1,0, 1]

X
X

Tabelle C.3: Auflistung der Aufsteigeoperatoren der Typ IIA Supergravitation, die
jeweils die Helizitdt um +% erhohen.

C.8 N = 2 Supersymmetriegeneratoren in vier Di-
mensionen

Hier wird zusammengefasst, welche physikalischen Folgen die Zerlegungen der SO(8) in
SU(3) hat.

Die Abbildung (C.23) besitzt einen eindimensionalen Kern. Er wird durch [1,—1,0]
aufgespannt. Dadurch wird eine Quantenzahl herausprojiziert, wodurch SU(3) Singlets
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entstehen. Dadurch lassen sich in der U(1) x SU(4) Symmetrie Vektoren ¢, » 34 bestimmen,
die nach der Zerlegung nur den Spin eines Teilchens Veréndern:

-1
1
Q234 = *£ 0 | (C.41)
+1
Mit dem Inversen der in (C.30) definierten Matrix
0 2 0 0
1 _
(M(SOg D SOg x Uy))™H = = 1 8 _1 } (C.42)
-1 0 1 1

erhélt man die vier Generatoren der SO(8), die nach den gruppentheoretischen Zerlegungen
die SU(3) Struktur invariant lassen und den Spin um £3 éndern (oder in der hier gewéhlten
Dynkin-Basis um £1). Sie lauten:

1 1
—1 : 0

+ o | sowie + R E (C.43)
1 0

U(1)xSU(3)

8 — Tdi+4d — T (B341)+B+T1)
8, "Wy g, Y 31 BT (C.44)
den SU(3) Singlets entsprechen, wie man durch
1 0
M(SO®) > SU@y x U)o | =] 0| et (C.45)
1 1

sieht. Mit den in (C.43) gefundenen Aufsteigeoperatoren [1,—1,0, 1] und [—1,0, 1, 0] kénnen
in Tabelle C.4 ausgehend vom Grundzustand die vierdimensionalen N = 2 Multipletts
gefunden werden. Der Teil des Graviton-Multipletts mit negativer Helizitét entspricht dabei
den unterstrichenen Gewichtsvektoren. Es lautet:

[1,—1,0,1] [1,1,-2,-1]b [=1,0,1,0]
0,2,-2,-2]° / N 0,111 &5 (C.46)

N /!
[—1,0,1,0] [‘1,2,'1,'2]C [1,-1,0,1]
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und entspricht (2.7) und (2.34). Aus den iibrigen Vektoren mit Helizitéit —3 lassen sich die
Gravitino-Multipletts erzeugen. Die in Késtchen stehenden Gewichtsvektoren entsprechen
einer moglichen Zuordnung der Vektoren in ein Gravitino-Multiplett.!? Auf diese Weise
lassen sich sukzessive alle Gewichtsvektoren in die vierdimensionalen N = 2 Multipletts
einordnen, indem aus den nicht zugeordneten Gewichtsvektoren wieder ein Multiplett er-
zeugt wird, bis keine Gewichtsvektoren iibrig bleiben. Die Einordnung ohne SU(3) Triplets
ist in Tabelle 2.9 angegeben.

0Djese Zuordnung ist nicht eindeutig, da anstelle der Gewichtsvektoren der 35, mit Helizitit -1 auch
die der 28 Darstellung hitten genommen werden koénnen.
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Tabelle C.4: Generierung des Typ IIA Multipletts. Die oberen Zahlenwerte geben

die Anzahl und die Helizitit der Zustinde an. Der Index an den Vektoren bezeichnet
f fir 8,, ¢ fiir 8 und h fiir 8.. Die unterstrichenen Vektoren gehoren zum Anteil des

Graviton-Multipletts mit negativer Helizitat und die in K&stchen Stehenden Vektoren

stellungen zuordnen. Dabei steht a fiir 35,, b fiir 56, c fiir 564, d fir 56,, e fiir 28,
zum negativen Helizitéts-Teil eines moglichen Gravitino-Multipletts.

die zugehorige Darstellung. Die Vektoren lassen sich mit Abschnitt C.9 ihren Dar-
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C.9 Gewichte irreduzibler Darstellungen

Die Gewichte werden in der Dynkin-Basis angegeben und das hochste Gewicht jeder Dar-

stellung steht jeweils an erster Stelle.

C.9.1 SU(®3)

e fundamentale Darstellungen der SU(4)

3su(3) Darstellung
1x[1, 0] 1xF1, 1] 1x[0,-1]

3su(3) Darstellung

1x[0, 1] 1x[1,-1] 1x}1, 0]

C.9.2 SO(6) ~ SU(4)
e fundamentale Darstellungen der SU(4)

4sy7(4) Darstellung
1x[1,0,0] 1xF1, 1, 0] 1x[0,-1, 1] 1x[0, 0,-1]

451y Darstellung

1x[0, 0, 1] 1x[0, 1,-1] 1x[1,-1, 0] 1x1, 0, 0]

650(4) Darstellung

1x]0, 1, 0] 1x[1,-1, 1] 1x[1, 0,-1] 1x}1, 0, 1] 1x}1, 1,-1] 1x[0,-1, 0]

105y (4) Darstellung

1x[2,0,0] 1x[0,1,0] 1x[1,-1,1] 1x}-2,2, 0] 1x[1, 0,-1] 1x}-1, 0, 1] 1x[0,-2, 2] 1x}-1, 1,-1] 1x[0,-1, 0]
1x[0,0,-2]

155y (1) Darstellung
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,0,-1,-1]

Y

1
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1
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Gruppentheorie

[1,1,-1,-1] 1xF1,1,1,-1]

<[0,0,0,0] 1x
<F1,-1,1, 1] 1%]

1,1 1x
-1,-1]4
1,1] 1

Y
Y

ng
0
2
1

Y
)

(8) Darstellung
,0,-1,0] 1xF1,0, 1, 0] 1xF1, 1,-1, 0] 1x[0,-1, 0, 1]

S

8, SO(8) Darstellung

1x[1,0,0,0] 1xF1,1,0,0] 1x[0,-1, 1, 1] 1x[0, 0, 1,-1] 1x[0, 0,-1, 1] 1x[0, 1,-1,-1] 1x[1,-1, 0, 0]
8. SO(8) Darstellung

8
28 SO(8) Darstel

1,0,0,0]
e fundamentale, adjungierte Darstellung der SO(8)

e fundamentale Darstellungen der SO(8)
e 35 dimensionale Darstellungen der SO(8)

C.9.3 SO(8)

F
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e 56 dimensionale Darstellungen der SOg
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C.9. Gewichte irreduzibler Darstellungen
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